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1

Algébre des matrices

[

Définition 1 — matrice ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. On appelle une matrice d’éléments de
K & m lignes et a n colonnes une famille d’éléments (; ;)1<i<m,1<j<n de K
indexée par les couple (i, j) ol i varie entre 1 et m, et j varie entre 1 et n.
On dit aussi que (a;)1<i<m,1<j<n €st une matrice de taille m x n.

On note M, »,(K) 'ensemble des matrices de tailles m x n d’élément de
K.

Enfin, lorsque m = n, on dit que les matrices de M, ,(K) sont carrés de
taille m.

Définition 2 - ligne ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A := (a;;)1<i<mi<j<n €
My (K) une matrice de taille m x n. Soit iy un entier entre 1 et m. On
appelle ip-ieme ligne de A, la famille de n éléments de K (a;; ;)1<j<n-

Définition 3 — colonne ]

Soit m, n € IN deux entiers positifs Soit A := (a; ;)1<i<m1<j<n € Mmn(K)
une matrice de taille m X n. Soit jo un entier entre 1 et n. On appelle jo-
ieme colonne de A, la famille de m éléments de K (a; ;)1 <i<m-

Notation 1 J

On note habituellement les éléments d’une matrice sous forme de tableau.
Par exemple, la matrice de taille 3 x 3 et d’éléments (a;j)1<i<3,1<j<3 Sera
notée :

a1 d12 413

a1 a2 a3

az1 4ds32 4as3

—

Définition 4 — somme ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soient A € M,,,(K) et B €
My (K). On note A := (a;j)1<i<mi<j<n et B = (bij)1<i<mi1<j<n- La
matrice (a;; + bj ;)1<i<m,1<j<n st appelée la somme des deux matrices A
et B. On la note A + B.




Exemple 1

1 23 3 4 5 4 6 8
415 )+|102 -1 ]|=|14 3 4
2 6 8 5 2 8 7 8 16

Définition 5 — produit externe ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs Soient A € M, ,(K) et A € K. On
note A := (a;)1<i<m1<j<n- La matrice (A - a;;)1<i<m, 1<j<n est appelée le

produit de la matrice A par le scalaire A. On la note A - A.

Exemple 2

3 4 5 6 8 10
2.1 10 2 -1 | =1 20 4 -2
5 2 8 10 4 16

| Définition 6 |
Soit m, n € IN deux entiers positifs. Soit k un entier entre 1 et m et soit k' un
entier entre 1 et n. On note Ey p := (55‘ . (5]’.‘/) la matrice de taille m x n dont

tous les éléments sont nuls, sauf dans la case a la ligne k et a la colonne k’
dans laquelle la valeur est 1.

Proposition 1 1

Soit m,n € IN deux entiers positifs (M, ,(K), +,-) est un K-espace vec-
toriel de dimension m - n. De plus, la famille des matrices élémentaire
(Ezij'”)1<i<m,1<j<n est une base de (M, (K), +, ).

Démonstration. On sait que (K, +, -) est un K-espace vectoriel. Puis (M, » (K), +, )
est un K-espace vectoriel. La famille (E; ;) est une base car la famille (1) est une
base de (K, +, ). O

J

J Définition 7 — produit interne }

Soient m,n,0 € N trois entiers positifs. Soient A € M,,,(K) et B €
Mn,o (]K) On note A := ([11"]')1<1'<m 1<j<n et B := (bi,j)lgign,lngO' La ma-
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trice (c;j) € M, (K) définie par :

n
Cij = ) Ak bij,
k=1

pourl <i < metl <j < o,est appelée le produit entre A et B, et est
notée A X B.

Exemple 3

1 2 23 8 3

4 1 | x ( 130 ;1 51 ) =1 22 18 19

2 6 66 20 4
3 4 5
10 2 -1

1 2[1-3+2-10 1-44+2-2 1-5+2-(-1)
4 1/4-341-10 4-4+1-2 4-5+1-(=1)
2 6[2:346-10 2-4+46-2 2-54+6-(—1)

Démonstration.

'_[ Proposition 2 ]

Soient m,n,0,p € N quatre entiers. Soient A € M, ,(K), B € M, ,(K),
C € M,,,(K) trois matrices a valeur dans K.

Alors :
Ax (BxC)=(AxB)xC.

Démonstration. Exercice

'_[ Proposition 3 |
Soient m,n,0 € N trois entiers naturels. Soit A € M, ,(K) une matrice
de taille m x n & valeur dans K. La fonction ¢ : M, ,(K) — M,,,(K)
qui a toute matrice B € M, ,(K) de taille n x 0 a valeur dans K asso-
cie la matrice A x B est une application linéaire entre (M, ,(K),+,-) et

(Mm,o (]K)/ ot )

Démonstration. Exercice



[ Définition 8 — transposée

Soit m,n € IN deux entiers positifs Soit A € M, ,,(K) une matrice de
taille m x n d’éléments de K. On note A := (4;;)1<i<m,1<j<n- La matrice
(aji)1<j<n1<i<m est une matrice de taille n x m d’éléments de K. Cette

matrice est appelée la transposée de A et est noté T A.

Exemple 4

Ona:

N &= =
AN = N
Il
VR
N =
—_
N DN
~

Proposition 4 |

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soient i un entier entre 1 et m et j un
entier entre 1 et n. Alors TE;”].’” = E}".

Démonstration. Exercice

'_[ Proposition 5 ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. La fonction ¢ : My, ,(K) —
Myum(K) qui a chaque matrice de taille m x n a valeur dans K
associe sa transposée est un isomorphisme entre (M, ,(K),+,-) et

(Mum(K),+, ).

Démonstration. Exercice

'_[ Proposition 6 ]

Soient m,n,0 € N trois entiers positifs. Soient A € M,,,(K) et B €
M., ,(K) deux matrices de tailles m x n et n x o, et d’éléments de K. Alors,
ona:

TIMxN)=TNxTM.

Démonstration. Exercice



Proposition 7 |

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice a
valeur dans K et de taille m x n. Alors, on a:

T(TA) = A.

Démonstration. Exercice L]

’_[ Proposition 8 ]

Soient m,n,0 € N trois entiers naturels. Soit A € M, ,(IK) une matrice
de taille n x o & valeur dans K. La fonction ¢ : M, ,(K) — M,,,(K)
qui a toute matrice B € My, ,(K) de taille m X o & valeur dans K asso-
cie la matrice B X A est une application linéaire entre (M, ,(K),+, ) et

(Mo (K), +,-)-

Démonstration. Soit m,n,0 € IN trois entiers naturels. Soit A € M, ,(K) une
matrice de taille n x 0 a valeur dans K. La fonction ¢ : M, ,(K) — M,,,(K)
qui a toute matrice B € My, ,,(K) de taille m x n a valeur dans K associe la
matrice B x A. Soient B, B’ € M, ,(K) deux matrices de tailles m x n a valeur
dans Ketsoit A € K.Ona:

(B—i—/\'B ) X A T(T((B+A-B") x A)) (par la propriété 7)
(B+A-B)xA=T(TAxT(B+A-B)) (par la propriété 6)
(B+A-B)YxA=T(TAx (TB+A-(TB"))) (par la propriété 5)
(B+A-B)YxA=T(TAxTB+A.-(TAxTB"))) (parlapropriété 3)
(B+A-BYxA=T(T(Bx A)+A- T(B’ x A)) (par la propriété 6)
(B+A-B)xA=T(T(Bx A))+A-T(T(B'x A)) (par la propriété 5)
(B+A B)><A BxA+A-B xA (par la propriété 7)
Donc ¢ est une application linéaire. O



2 Transformations élémentaires

2.1 Matrice identité

[ Définition 9 — identité ]
Soit m,n € IN deux entiers positifs. On note I, € M,,,(K) la matrice

=SS | =

Exemple 5

Par exemple, on a :

carrée (8])1<i<m1<j<n-

1000
Iy=[0100
0010

Proposition 9 |

Soit m,n € IN deux entiers positifs et soit A € M, ,(K).Ona: A =
Lum x A.

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs et soit A € M,,,(K) une
matrice de taille m x n a valeur dans K. On note A := (a;;)1<i<m,1<j<n- On note

S =

entier entre 1 et n.
m
_ i
bl‘,]' = Z KSk : ak,]'.
k=1
On a i entre 1 et m, la somme s’annule partout sauf, pour k = 1.

bi,j = {11'/]'.

Proposition 10 ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs et soit A € M, ,(K).Ona: A =
A X Ipyp.

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs et soit A € M,, ,(K) une
matrice de taille m x n a valeur dans K. On note A := (a;;)1<i<m,1<j<n- On note

It ity



entre 1 et n. .
k
bi,j = Z ai,k . 5] .
k=1
On a j entre 1 et 1, la somme s’annule partout sauf, pour k = j.

bi,j = {11'/]'.
[

Proposition 11 ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs tels que m < n, alors Ly X Ly m = Liym. ]

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs tels que m < n.

Soit 7, j deux entiers entre 1 et m.
Ona:a;;j =Yy 4 (55.‘ : (Si.

1. sii=j, alors la somme s’annule partout, sauf pour k = i. Puis a;; = 1.

2. sinon, la somme s’annule partout. Puis 4;; = 0.
O

2.2 Permutation de lignes et de colonnes

[ Définition 10 — matrice de permutation

Soit n € IN. Soient k et k' deux entiers entre 1 et n. On note SWAP, (k, k) la
matrice I, — Ep7 — B + Ep + Bt

Exemple 6

Par exemple :

SWAP4(2,4) =

OO OO OO
SO, OO OO
OO OO~k OO
OO O R O OO
[N elNelNeNell o
OrRr OO O oo
— OO OO oo




Proposition 12 |

Soit n € IN et soient k, k' deux entiers compris entre 1 et n. On a:

T(swap,(k,k')) = Swap,(k, k)

Démonstration. Soit n € IN et soient k, k' deux entiers compris entre 1 et n. On
a:

T(SWAP,(k, k') = T(Lyn — BfY — Bl + B + Ef)
T(SWAP,(k,K)) = I — TEjY — TE + TEpp + TR
T(SWAPA (6 K)) = L — EIf — B 4 BB
T(SwaP,(k, k")) = APn (k,K').

'_[ Proposition 13 — permutation de lignes |

J

Soit m,n € IN deux entiers positifs et soient k, k' deux entiers compris
entre 1 et m. Soit A € M, ,(K) une matrice de taille m x n d’éléments de
K. Alors la matrice SWAP,,(k, k') x A est la matrice dont la [-iéme ligne
est la [-ieme ligne de A pour ! ¢ {k, k'}, la k-ieme ligne est la k’-iéme ligne
de A, et la k’-ieme ligne est la k-iéme ligne de A.

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs et soient k, k’ deux entiers

Ona:
(SWAP,(k, k') x A);j = YL (SWAPy (k,K')); - a,
(SWAP, (K, K') x A);; = Y (6F — ok - oF — o8 - 6F +

Puis :

1. pouri & {k,k'} :
6 — ok ok — 5K oK 4 o8 sk 555 =4l

oF ok + oK. 5K ay;

Puis :
(SWAP,(k, k') x A)ij = ¥ty 5] Al
(SWAP, (k, k') x A)i; = a;

2. pouri=keti #k":
Sh— k4 5 = 5

Puis : /
(SWAPy (k, k') X A)gj = XL 68 -ay;
(SWAP (K, k') X A)j = ap j

9



3. pouri =Kk eti#k:
ol o =0t

Puis :
(SWAPm(k, k/) X A)k’,]' = Ax,j

4. pouri=Fketi=k:
oL — ok —oF ok ok =4l
Puis :

(SWAP, (k, k') X A)g;j = ag
(SWAPy(k, k') x Ay = ap;

’_[ Proposition 14 — permutation de colonnes ]

J

Soit m,n € IN deux entiers positifs et soient k, k' deux entiers compris
entre 1 et n. Soit A € My, ,(K) une matrice de taille m x n d’éléments de
K. Alors la matrice A x SWAP,(k, k) est la matrice dont la I-iéme colonne
est la I-iéme colonne de A pour ! ¢ {k, k'}, la k-ieme colonne est la k’-ieme
colonne de A, et la k-ieme colonne est la k’-iéeme colonne de A.

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs et soient k, k" deux entiers
compris entre 1 et m. Soit A € M, ,(K) une matrice de taille m x n d’éléments
de K.

Ona:T(A x SWAP,(k, k') = SwaP,(k, k') x TA.

Donc la transposée de A x SWAP,(k, k') est la transposée de A donc on a per-
muté les lignes k et k.

Puis A x SWAP,(k, k') est la matrice A dans laquelle on a permuté les colonnes
ketk'. O

Exemple 7
100 12 3 4 12 3 4
001 ]x| 2345 ]|]=|1345@#®6
010 3456 2345
Paaay (OO0 sy
2 345 |x 0001 |7 2 354
3456 0010 3465

10



Proposition 15 |

Soit n € IN un entier. Soient k, k¥’ deux entiers compris entre 1 et n. On a :

(SWAP, (k, k")) =L,

2.3 Multiplication d’une ligne ou d’une colonne par un scalaire

[ Définition 11 — matrice de dilatation ]

Soit n € IN. Soient k un entier entre 1 et n et A € K\ {0} un scalaire non
nul. On note DILAT, (k, A) la matrice I,, , + (A — 1) - E;/'.

Exemple 8

Par exemple,

DILAT5(2,4) =

OO OO
SO OO
OO R OO
O = O OO
_ O O OO

Proposition 16 |

Soit n € IN et soient k un entier compris entre 1 et n et A € K\ {0} un
scalaire non nul. On a : T (DILAT,(k, A)) = DILAT,(k, A).

Démonstration. Soit n € IN et soient k un entier compris entre 1 et n et A €
K\ {0} un scalaire nonnul. On a:

T(DILAT, (k,A)) = T(Lin + (A = 1) - B
T(DILAT, (k,A)) = T(Lin) +T((A = 1) - E%)
T(DILAT, (K, A)) = T (L) + (A = 1) - TEZY
T(DLAT,(k,A) =1 n + (A —1) - EZ;:
T(DILAT, (k,A)) = DILAT, (k,A)

11



’_[ Proposition 17 — dilatation de lignes 1

Soit m,n € IN deux entiers positifs et soient k un entier compris entre 1
etmet A € K\ {0} un scalaire non nul. Soit A € M,, ,(IK) une matrice
de taille m x n d’éléments de K. Alors la matrice DILAT,(k, A) x A estla
matrice dont la /-ieme ligne est la [-ieme ligne de A pour | # k, la k-ieme
ligne est la k-ieme ligne de A multipliée par le scalaire A.

7

.

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs et soient k un entier compris
entre l etmet A € K\ {0} un scalaire non nul. Soit A une matrice de M, ,(K).

Ona:
(DILATy(k, A) X A); i = Y2 (DILATy (K, A)) ;g - 4y
(DILATy (k, A) X A)ij = YLy (8] + (A =1) - 6 - 6f) -y
Puis :
1. pouri # k:
o4 (A—1)-6F-oF =4l
Puis :
(DILAT, (k, A) x A)j; = Y7 6t -ay;;
(DILATm(k,)\) X A)z’,j =aj;
2. pouri=k:
S+ (A—1)-6F =70
Puis :

(DILAT,, (k,A) X A)j =Yg A-61-ay;
(DILAT(k, A) X A)gj = A - agj.

'_[ Proposition 18 — dilatation de colonnes }

Soit m,n € IN deux entiers positifs et soit k, k' deux entiers compris entre
letnetA € K\ {0} un scalaire non nul. Soit A € M,, ,(KK) une matrice
de taille m x n d’éléments de K. Alors la matrice A x DILAT,(k, A) est la
matrice dont la /-ieme colonne est la /-ieme colonne de A pour | # k, la
k-ieme colonne est la k-ieme colonne de A multipliée par le scalaire A.

7

.

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs, soit k un entier compris entre
1etn, etsoit A € K\ {0} un scalaire non nul. Soit A € M,, ,(K) une matrice
de taille m x n d’éléments de K.

12



Ona:T(A x DILAT,(k,A)) = DILAT,(k,A) x TA.

Donc la transposée de A x DILAT,(k, A) est la transposée de A donc on a mul-
tiplié la k-iéme ligne par A.

Puis A x DILAT,(k, A) est la matrice A dans laquelle on a multiplié la colonne k
par n. [

Exemple 9

1
2
3

S O =

Proposition 19 ]

Soit n € IN un entier, soit k un entier entre 1 et n, et soit A,y €
K € \{0} deux scalaires non nuls. Alors DILAT,(k, A) x DILAT,(k, u) =
DILAT, (k, A - u).

Démonstration. En exercice. O

24 Ajout de lignes et de colonnes

[ Définition 12 — matrice de combinaison }

Soit n € IN. Soient k et k' deux entiers distincts entre 1 et 11 et soit A € K
un scalaire. On note ADD,,(k, k', A) la matrice I, , + A - Ek i

—

Exemple 10

Par exemple,

10400
01000
ADD5(1,3,4)=|0 0 1 0 O
00010
0 00O01

13



Proposition 20 |

J

Soit n € N et soient k, k’ deux entiers distincts compris entre 1 et n et soit
A € K un scalaire. On a: T(ADD, (k, k', )) = ADD, (K, k, A).

Démonstration. Soit n € N et soient k, k’ deux entiers distincts compris entre 1
et n et soit A € K un scalaire. On a:

T(ADpD, (k, K/,
T(ADD, (k, K/,
T(ApD, (k, K/,
T(ApD, (k, K,
T(ApD, (k, K/,

I
- nn kK
M) =T+ A- TEZ:,Z
A)) = Lyw + A - E
A)) = ADD, (K, k, A).

'_[ Proposition 21 - ajout d"une ligne |
J

par le scalaire A.

.

Soit m,n € IN deux entiers positifs et soient k, k' deux entier distincts
compris entre 1 et m, et soit A € K un scalaire. Soit A € M,, ,(K) une
matrice de taille m X n d’éléments de K. Alors la matrice ADD,, (k, k/, A) x
A est la matrice dont la [-ieme ligne est la I-ieme ligne de A pour [ # k, la
k-ieme ligne est la k-ieme ligne de A plus la k’-ieme ligne de A multipliée

7

Démonstration. Soitm,n € IN deux entiers positifs et soient k, k' deux entiers dis-
tincts compris entre 1 et m et A € K un scalaire. Soit A une matrice de M, ,(K).

Ona:

(ADDm(k, k/, /\) X A)i,j = Z;n:l(ADDm(k, k/, )\))i,l "4y
(ADDy (kK A) x A)ij = Lty (6 +A -85 -6 ) -ay

Puis :
1. pouri # k:

Puis :

St Aok of =6l

(ADDy, (k, K/, A) > A)jj = Ty 0 - ay;
(ADDy (k, K/, 1) x A);; = a;;

14



2. pouri=k:
St A-8F 8 =5t 168

Puis :

(ADDy (kK A) x A)gj =Y 0 a i+ X0 A 68 - ay
(ADDm (k, k/, /\) X A)k,j = al',]' +A- llk/’]'.

J

’_[ Proposition 22 - ajout d"une colonne |

Soit m,n € IN deux entiers positifs et soit k, k" deux entiers distincts com-
pris entre 1 et n et A € K un scalaire. Soit A € M, ,(K) une matrice de
taille m x n d’éléments de K. Alors la matrice A x ADD,(k,k’,A) est la
matrice dont la I-iéme colonne est la /-ieme colonne de A pour I # K, la
k’-iéme colonne est la k’-ieme colonne de A plus la k-ieme colonne de A
multipliée par le scalaire A.

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs, soit k,k’ deux entiers dis-
tincts compris entre 1 et 7, et soit A € K un scalaire. Soit A € M, , (K) une
matrice de taille m x n d’éléments de K.

Ona:T(A x ADD,(k,k',A)) = ADD,(k',k,A) x TA.

Donc la transposée de A X ADDy,(k, k’, 1) est la transposée de A donc on a ajouté
a la ligne k' la ligne k multipliée par le scalaire A.

Puis A x ADDy(k, k', A) est la matrice A dans laquelle on a ajouté a la colonne
k" la colonne k multipliée par le scalaire A. O

[ Exemple 11 }

120 123 4 58 11 14
010|x|{2345|=[234 5
001 345 6 34 5 6
123 4 I 1 4 3 4
2345 |x| 007 0l=(2745]
345 6 0o 310 5 6

15



Proposition 23 J

Soit n € IN un entier, soit k, kK’ deux entiers distincts entre 1 et n, et
soit A,u € K deux scalaires. Alors ADD,(k, k',A) x ADD,(k k', u) =
ADD, (k, K', A + ).

Démonstration. En exercice O

3 Matrices inversibles

3.1 Inversibilité a gauche et a droite

[ Définition 13 — matrice inversible a gauche ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice de
taille m x n a valeur dans K. On dit que A est inversible a gauche si et
seulement si il existe une matrice B € M, ,,(K) de taille n x m a valeur
dans K telle que B x A = I, 5.

La matrice B est alors appelée un inverse a gauche de A.

Exemple 12

La matrice :

W N -
= = N

a plusieurs inverses a gauche.
Par exemple, pour tout 2,b € K, la matrice :

_ 1454 2—2-a
-3 3. 4
250 _132b

3 3

est un inverse a gauche de la matrice :

W N =
BN

Démonstration. En exercice. O]

16



Définition 14 — matrice inversible a droite ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M,,,(K) une matrice de
taille m x n a valeur dans K. On dit que A est inversible a droite si et
seulement si il existe une matrice B € M, ,,(K) de taille n x m a valeur
dans K telle que A X B = Ly, .

La matrice B est alors appelée un inverse a droite de A.

[ Exemple 13 }

La matrice :

a des inverses a droite.

Par exemple, pour tout a,b € K, la matrice :

1454  2-5b
3 3
2-2a  _132b
3 3
a b

est un inverse a droite de la matrice :
1 2 3
2 1 4

Démonstration. En exercice.

'_[ Proposition 24 J

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice de
taille m x n a valeur dans K. La matrice A est inversible a gauche si et
seulement si la matrice T A est inversible a droite.

De plus, soit B € M, ,,(K) une matrice de taille n x m a valeur dans
K. Alors la matrice B est un inverse a gauche de A si et seulement si la
matrice ” B est un inverse a droite de T A.

Démonstration. En exercice.
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Définition 15 — matrice inversible ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M,,,(K) une matrice de
taille m x n a valeur dans K. On dit que A est inversible si et seulement si
il existe une matrice B € M, ,(K) telleque A X B =1, et Bx A = I, ..
La matrice B est alors appelée un inverse de A.

Notation 2 ]

Si une matrice A est inversible, son inverse est noté A~ L.

[ Exemple 14 }

La matrice :
1 2 3
1 4 6
1 8 10
est inversible.
De plus, son inverse est :
2 -1 0
-7 3
R
-1 5 5
Démonstration. En exercice. O]

Proposition 25 |

Les matrices carrés de transformation élémentaire sont inversibles.

Démonstration. Soit n € IN un entier naturel.
1. Par la propriété 10, on a:

Lo X Tnn = Lnn.

Donc I, , est inversible et son inverse est I, ;.

2. Soit B € M, ,,(K) est une matrice de permutation. Alors, par la propriété
15,ona:B x B =1, ,.

Donc la matrice B est inversible et son inverse est B.

3. Soit k € N tel que 1 < k < n.Soit A € K\ {0}. Par la propriété 19,
on a : DILAT,(k,A) x DILAT,(k, 1) = DILAT,(k, 1) et DILAT,(k, ) x
DILATy, (k,A) = DILAT,(k,1). Or DILAT,(k,1) = 1,,,.

Donc DILAT, (k, A) est inversible et son inverse est DILAT, (k, 1).

18



4. Siil existe k, k' deux entiers distincts entre 1 et n et A € K. Alors, par la
propriété 23, on a :ADDy(k, k', A) x ADD,(k,k’,—A) = ADD,(k,k’,0) et
ADD, (k, k', —A) x ADD,(k,k',A) = ADD,(k,k’,0). Or, ADD,(k,k’,0) =
In,n.

Donc ADDy,(k, k’, 1) est inversible et son inverse est ADD, (k, k', —A).

O

Proposition 26 ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice de
taille m x n qui a un admet un inverse a droite B € M,, ,,(K) et un inverse
a gauche C € M,, ,(K). Alors B = C (et A est inversible).

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € My, ,,(K) une
matrice de taille m x n qui a un admet un inverse a droite B € M, ,,(K) et un
inverse a gauche C € M, ,(K).

Ona:
B=BXxILyn (par la propriété 10)
B=Bx (AxC) (parladéfinition 14)
B=(BxA)xC (parlapropriété 2)
B=1,,xC (par la définition 13)
B=C (par la propriété 9).
Donc B = C. ]

3.2 Inversion a gauche

’_[ Proposition 27 }

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M,,,(K) une matrice de
taille m x n a valeur dans K telle que A soit inversible a gauche. Alors,

1. pour toute matrice X € M,, 1(K) de talle n x 1 a valeur dans KK, on
a:AXx X = (O)lgigm,jzl — X = (O)lgign,jzl;

2. les colonnes de A forment une famille libre de R”.

Démonstration. En exercice. ]

Proposition 28 ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. La matrice identité I, , est inversible
a gauche si et seulement si m > n.
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Démonstration. 1. («=) Soit m, n € IN deux entiers positifs tels que m > n.

Onalym X Iyn = Ly Donc I, , est inversible a gauche.

2. (=) Soit m,n € IN deux entiers positifs tels que I, soit inversible a
gauche. Les colonnes de I, , forment une famille libre, donc il n’y a pas

de colonne nulle, puis m > n.

]

Proposition 29 J

Soit m,n € IN deux entiers positifstels que 1 > 1. Soit AeM, m(]K) On

seulement si pour toutientre 1 etnettoutjentreletn, ona:a;; = 5]1

Démonstration. En exercice.

'_[ Proposition 30 ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M,, ,(K) une matrice de
taille m x n a valeur dans K. Soit B € M, ,,(K) une matrice inversible
de taille m x m. Alors A est inversible a gauche si et seulement si B x A
est inversible a gauche.

.

’_[ Proposition 31 }

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice de
taille m x n & valeur dans K. Soit B € M,, ,,(KK) une matrice inversible
de taille m x m. Soit C € M, ,(K) une matrice de taille n x m a valeur
dans K. Alors C est un inverse a gauche de A si et seulement si C x B!
est un inverse a gauche de B x A est inversible a gauche.

Démonstration. On prouve les propriété 30 et 31 en méme temps.

1. (=) Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € My, ,(K) une matrice
de taille m x n a valeur dans K. Soit B € M,, ,,(KK) une matrice carrée
inversible de taille m. On suppose que A est inversible a gauche. Soit
C € M, (K) un inverse a gauche de A.

Ona:
(CxB Hx (BxA)=(Cx (B™'xB))x A (parlapropriété 2)
(CxB ) x(BxA)= (c X Im m) X A (par la définition 15)
(CxB Hx (BxA)= (par la propriété 10)
(CxB ) x(BxA)= (par la définition 13)
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2. (<) Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice
de taille m x n a valeur dans K. Soit B € M,, ,,(K) une matrice inversible
telle que B x A soit inversible. On a : B~! est une matrice inversible et de
plus A = B~ x (B x A). On peut dont appliquer la preuve du sens
direct (=) de la propriété que l'on est en train de montrer. Ainsi, A est
inversible a gauche.

]

[ Définition 16 ]
Soit m,n € IN deux entiers positifs. Une matrice A € M, ,,(K) de taille
m x n est dite échelonnée, si et seulement si il existe une fonction PIVOT
qui associe a chaque indice de ligne de A non nulle un indice de colonne,
tel que :

1. Pour chaque ligne non nulle d’indice 7, la premiére colonne non
nulle a pour indice PIVOT(i).

2. Pour chaque ligne non nulle d'indice i, A; pryor(i) = 1.

3. Pour chaque ligne i non nulle, A; »1yor(;) est le seul élément non nul
de la colonne PIVOT(i).

4. Pour chaque paire de lignes non nulles, d'indice i et j, ona:i <
j = PIVOT(i) < PIVOT(j).

5. Les lignes nulles, siil y en a, sont a la fin de la matrice.

[ Exemple 15 }

La matrice

O O =
o O O
O = O
S = Q1

est échelonnée. La fonction PIVOT associe 1 a 1 (le pivot de la premiere
ligne est sur la premiere colonne), et 2 a 3 (le pivot de la seconde ligne est
sur la troisieme colonne).

J Algorithme 1 - pivot de Gaus 1

J

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice de
taille m x n. Alors, quitte a permuter les lignes de A, multiplier les lignes
de A par une constante non nulle, et ajouter a une ligne une autre ligne
multipliée par une constante, alors on peut écrire A sous forme échelon-
née.
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On supposem > letn > 1.
1. Posons p < 1.

2. Si A n’est pas échelonnée, on prend la premiere colonne jj telle
qu’il existe une ligne iy telle que a;; # 0, aveci > p.

3. On permute la ligne p et la ligne 7.
4. On utilise la ligne p pour annuler le reste de la colonne jo.

5. Onposep < p+1.

Démonstration. On montre par récurrence que les p — 1 premieres lignes de A
forment une matrice échelonnée. O

Proposition 32 |

J

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice éche-
lonnée a valeur dans K. Alors la matrice A a un inverse a gauche si et
seulement si A = 1, , et m > n.

Démonstration. Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une
matrice échelonnée a valeur dans K.

1. (<)Sim>netA =1,y
Alors, par la propriété 28, A est inversible a gauche.

2. (=) Soit B € M, »(K) un inverse a gauche de A. Supposons, par 1’ab-
surde, qu’il existe une colonne sans pivot. Prenons la colonne sans pivot
d’indice minimal jp. On a:

(@) jo < min(m,n).
(b) Pourk, k' € Ktelsquel <k < jpetl <k <jo,app = ok..
(c) Pourk € Ktel que jo <k <m,ona:a; =0.

Puis, pouri € Nentrelet/,ona:

Jo—1 jo—1
Z Ak jo " dik = Z Ak, jo Ok
=1 k=1

On distingue deux cas :
(@) sii <jp,ona:
jo—1 _
Y1 ko " Bik = Gijy
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(b) sii > jp,ona:

2;(0;11 A, - ik =0,

L1 ko i) = iy
Dans les deux cas, ,

Y1 ko - ik = iy

Ainsi la colonne jj est la combinaison linéaire des colonnes 1 a jo — 1 avec
les coefficients ay j; a aj, 1,
Puis les colonnes de A ne sont pas libres.
A n’est pas inversible a gauche.

'_[ Proposition 33 J

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice a
valeur dans K. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A auninverse a gauche;

2. A peut s’écrire sous la forme B X I, , ou B est le produit de 0, une,
ou plusieurs matrices de transformation élémentaire, toutes carrées
et de taille m.

Démonstration. En exercice. O

F[ Algorithme 2 - inversion a gauche 1
Soit A € My, (K).

1. On utilise I'algorithme 1 permet de vérifier si A a un inverse a
gauche.

2. — soit la matrice n’est pas inversible;
— soit la matrice est inversible :

(a) on a calculé une matrice B € M, ,,(KK) carrée de taille m et
a valeur dans K qui vérifie: B x A = I, ,;

(b) on calcule B x I, en faisant agir les mémes transforma-
tions élémentaires qui ont transformé A en I, , sur Ly, ;

(c) I'ensemble des inverses a gauche de A est alors I’'ensemble
des matrices C x B x I, pour chaque matrice C :=
(cijhi<i<ni<jcm € Mum(K) de taille n x m a valeur dans
K et telle que pour tout i tel que 1 < i < n et pour tout j tel
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quel <i<mn,onaitc;; = (5]’

Démonstration. En exercice.

/ [ Exemple 16

Reprenons I'exemple 12. On fait agir en paralléle les mémes transforma-

tions sur la matrice
1 2
21
3 4

et la matrice I, , :

WIN -
=~ =N
oS O -
O = O
—_ O O

Lz(—Lz—Z-Ll
L3 < L3—3-1

OO =
N
N W
~_
~
[ =
W N
O = O
— O O
\_/

1 2 1 00
Ly + 3Ly 0 1 2 Fo
0 -2 -3 0 1

[1+L1—2-Lp é
L3+ L3+2-Ly 0

| |\
w|U‘lwIW>—k
[ |I
UJ|N(JJHU~)|N
_ O O
SN———

Puis les inverses a gauche de
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sont les matrices de la forme :

1 0 a «
01%b

Puis les inverses a gauche de

[uy

| | |
w|mw|r\xp
| | \
w|Nw RSN
— o O

W IN -
= = N

sont les matrices :

1+5a 242a
3 ~ 3
2-5b 1426 ¢ )¢

3 3

,_l Lemme 1

Soit n € IN un entier naturel. Soient k, k' € IN tels que 1 < k < n et
1 < kK < n. Soit B € My, ,(K) une matrice carrée de transformation
élémentaire et de taille n. Alors il existe une matrice C € M, ,(K) carrée
de transformation élémentaire et telle que :

SWAP,(k, k') x B = C x SWAP,(k, k')

J

Démonstration. Soit n € IN un entier naturel. Soient k, k" € IN tels que 1 <
k<netl <k <mn.Soit Be M,y ,(K) une matrice carrée de transformation
élémentaire et de taille n.

On note :
N — NN
. I — 1 sil ¢ {kk}
' I — kK sil=k
I — k sil=K.

On distingue plusieurs cas sur la forme de B :
1. siB =1,
ona: SWAP,(k, k') x I,y = L, n X SWAP,(k,k');
2. si B est une matrice de permutation,
soient ] et I’ entre 1 et n, tels que B = SWAP,(I,1’),
on a: SWAP,(k, k') x SWAP,(L,1") = SWAP,(cl,cl’) x SWAP, (k, k') ;
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3. si B est une matrice de dilatation,

soient / entre letnet A € K\ {0},

on a: SWAP,(k, k') x DILAT,(I,A) = DILAT,(c(l),A) X SWAP,(k, k');
4. si B est une matrice de d’ajout,

soient [,/’entre letnet A € K,

ona: SWAP,(k, k') x ADD,(I,I',A) = ADD,(cl,0l’, A).

,_l Lemme 2

Soient m,n € IN deux entiers positifs. Soit B € M, ,,(K) une matrice
carrée de transformation élémentaire, de taille m, qui n’est pas une ma-
trice de permutation. Alors il existe une matrice carrée C € M, ,(K) de
transformation élémentaire, de taille  telle que B x I, = L;,» x C.

\.

Démonstration. En exercice

,_[ Théoréme 1 J
Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice a
valeur dans K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible a gauche;

2. m > n et A peut s’écrire sous la forme B X I, ou B est le pro-
duit de 0, une, ou plusieurs matrices de transformation élémen-
taire, toutes carrées et de taille m ;

3. les lignes de A forment une famille génératrice de IR" ;
4. les colonnes de A forment une famille libre dans R";

5. pour toute matrice X € M, 1(K) telle que A x X = (0)1<i<nj=1,
ona X = (0)1<i<m,j=1;

6. pour toute matrice Y € M, (K), il existe une matrice X €
M, 1(K) telleque TA x X =Y.
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3.3 Inverse a droite

’_[ Algorithme 3 - inversion a droite }

Soit A € My, ,(K) une matrice de taille m x n a valeur dans K. On utilise
l'algorithme 2 pour décider si la transposée de A est inversible a gauche,
et calculer ses inverses a gauche.

1. si TA n’est pas inversible a gauche, alors A n’est pas inversible a
droite;

2. les inverses a droites de A sont alors les transposées des inverses a
gauche de TA.

Démonstration. En exercice.

,_[ Théoréme 2 ]

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice a
valeur dans K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A estinversible a droite;

2. m < n et A peut s’écrire sous la forme I,,,, X B ou B est le pro-
duit de 0, une, ou plusieurs matrices de transformation élémen-
taire, toutes carrées et de taille n;

3. les colonnes de A forment une famille génératrice de R";

4. les lignes de A forment une famille libre dans R";

5. pour toute matrice X € M,,1(K) telle que TA X X = (0)1<j<y j-1,
ona X = (0)1<i<m,j=1;

6. pour toute matrice Y € M, 1(K), il existe une matrice X €
M, 1(K) telleque A x X =Y.

3.4 Inverses

Proposition 34 |

J
Soit n € IN un entier naturel. Soit A € M, ,(K) une matrice carrée de
taille n et a valeur dans K. Alors A est inversible a gauche si et seulement
si A est inversible a droite.
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Démonstration. Soit n € IN un entier naturel. Soit A € M, ,(KK) une matrice
carrée de taille n et a valeur dans K. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. A estinversible a gauche;
2. les lignes de A forment une famille génératrice de (R", +,-);

3. les lignes de A forment une famille libre dans (R", +,-); (pour des rai-
sons de dimensions)

4. A est inversible a droite.

Proposition 35 |

Soit n € IN un entier naturel. Soit A € M,, ,(IK) une matrice carrée de
taille n et a valeur dans K. Alors un inverse a gauche de A est aussi un
inverse a droite de A (et réciproquement).

Démonstration. Soit n € IN un entier naturel. Soit A € M, ,(KK) une matrice
carrée de taille n et a valeur dans K. Soit B € M, ,(K) un inverse a gauche de
A.Onsait que A est inversible a gauche. Donc il est aussi inversible a droite. Soit
C € M,,»(K) un inverse a droite. On sait par la propriété 26, que B = C. O

'_{ Proposition 36 ]

Soit n € IN un entier naturel. Alors les matrices inversibles de M, ,,(KK)
sont les matrices obtenues comme produit d"un nombre arbitraire de ma-
trices élémentaires carrées de taille n.

'_[ Algorithme 4 — pivot de Gauss sur une matrice carrée 1
J

Soit n € IN un entier naturel. Soit A € M, ,,(K) une matrice carrée de
taille n a valeur dans K.
On suppose que n > 1.

1. Onposep =1, Xg = A, et Yo = Ly 5.

Sip =n+1, Aestinversible, et son inverse est Y.

Onnote X, 1 = (%) 1<i<n1<j<n-

Si pour touti > p, Xip = 0 alors la matrice A n’est pas inversible.
On prends le plus petit indice iy tel que iy > p et tel que x;; , # 0.

SN

On permute la ligne p et la ligne iy a la fois dans la matrice X, 1 et
dans la matrice Y, 1.
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7. On utilise la ligne p pour annuler le reste de la colonne jy dans la
matrice X, 1, tout en effectuant les mémes transformations dans la
matrice Y, 1

8. On pose X, et Y), les matrices obtenues.
9. p«—p+1,

Démonstration. On a appliqué l'algorithme 1, en remarquant que si on forme
une colonne qui s’annule sur toutes les lignes qui n’ont pas encore de pivots,
alors on ne peut pas obtenir la matrice I, ,, a la fin. On prouve, en case de succes
de I'algorithme, que pour tout p, ona: A = Y, x A,. Puis, Y, est I'inverse de
A. O

/ [ Exemple 17 }

La matrice :

SN =
— =N
— W W

n’est pas inversible.
En effet,

oON -
_ = N
W w

—_
N
W

Ly« Lr—2-14

oo
_ |
w
— |
w

O =
N
—_ W

Lz%_Tl'Lz

1+ L1—-2-1Lp
L3+ L3—1Lp

(@]
—_
—_
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Cette derniere matrice n’est pas inversible, car elle a une ligne nulle (donc
ces lignes ne forment pas une famille libre de IR3).

[ Exemple 18

La matrice :

_ NN
N =~ W

1

1

0
est inversible.

On trouve son inverse par pivot de Gauss :

(1)

L2<—L2—L1 (

NN
N =~ W
o = O
—_ O O
N~ —

—_

S O
— O N
N — W
N———
/
SN
S = O
_ O O
N————

1 2 3 1 0
L2 <~ L3 012 0 01
0 01 -1 10
1 0 -1 1 0 -2
L+ L1—-2-Lp 01 2 0 0 1
00 1 -1 1 0

100 0 1 -2
Ly Li+1Ls 010 2 2 1
Lala—2-1s 00 1 1 1 0
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On peut vérifier que la matrice :

0 1 -2
2 -2 1
-1 1 0
est I'inverse de la matrice :
1 2 3
1 2 4
012
1 2 3
1 2 4
0 1 2
0 1 =2 1 2-2 4 -4
2 -2 1 2—-2 4—-4+4+1 6—8+2
-1 1 O |-1+1 —-2+42 —3+4

,_[ Théoréeme 3 ]

N O W

e

10.

Soit m,n € IN deux entiers positifs. Soit A € M, ,,(K) une matrice a
valeur dans K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1.
2.

A est inversible;

A peut s’écrire sous la forme d’un produit de 0, une, ou plusieurs
matrices de transformation élémentaire, toutes carrées et de taille
n;

m > n et les colonnes de A forment une famille génératrice de R";
m < n et les colonnes de A forment une famille libre de R";

m > n et les lignes de A forment une famille libre dans R";

m < n et les lignes de A forment une famille génératrice de IR".

m > n et pour toute matrice X € M,,1(K) telle que TA x X =
(0)1<i<nj—1,0na X = (0)1<i<mj—1;

m > n et pour toute matrice Y € M,,1(K), il existe une matrice
X e My1(K) telleque A x X =Y.

. m < n et pour toute matrice X € M, 1(K) telle que A x X =

(0)1<i<mj=1,0na X = (0)1<i<nj=1;
m < n et pour toute matrice Y € M, 1(K), il existe une matrice
X € My (K) telleque TA x X =Y.
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4 Déterminant
On va voir uniquement la preuve en dimension 2 et 3. Attention a ne pas

généraliser a I’arrache!

4.1 Généralités

[ Définition 17 — Permutation ]
Soit E un ensemble, une permutation de E est une bijection de E dans E.

[ Définition 18 — Groupe symétrique ]
On note &, I'ensemble des permutations de [1, n]. Cet ensemble est ap-

pelé groupe symétrique d’ordre n.

Proposition 37 1

(&y, 0) est un groupe.

[ Définition 19 — Signature d"une permutation J
Soit o € &,. On appelle signature de o, notée ¢(c) la valeur

e(o) = [ sign(o(j) —c(@)

1<i<j<n

ou
x—1 six>0

sign: {x+— —1 six<O0
0 sinon

Définition 20 — Déterminant ]
Soit n € IN*. Le déterminant d"une matrice A = (a;;) € My, (K) se note

Al

ou
det A
et vaut

Z e(o) H Ao (i)
i=1

ce6,
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Théoreme 4 |

Soit (A, B) € My, (K)?,

det AdetB = det AB

4.2 En dimension 2

,_[ Théoréme 5 ]

Soit
a a
A= (B1 @12
a1 4azp
le déterminant de A est noté

a1 aip
a1 azp

et vaut
ai11422 —a12a21

4.3 En dimension 3

,_[ Théoreme 6 }
Soit

a1 412 413
A= a1 axp a3

asz1 4asp 4asjs

le déterminant de A est noté

a11 d12 413
a1 dzp az3
azy1 asp 4asj3

et vaut
a1,142,2a33 + 412423431 + 41,302,143 — A1,142,3432 — 412021433 — 41,302,203 1

La figure 1 (p. 34) montre un bon moyen de retrouver cette formule.
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FIGURE 1 - Regle de SARRUS

4.4 En dimension supérieure

,_[ Théoréme 7 ]

Le déterminant d"une matrice triangulaire est le produit des éléments dia-
gonaux.

\.

_[ Proposition 38 J

det In/n = 1

_[ Proposition 39 J

Le déterminant des matrices SWAP, (b, ¢) est 1.

’_[ Proposition 40 ]

Le déterminant des matrices DILAT, (b, c) est c.

_[ Proposition 41 ]

Le déterminant des matrices ADD,(b, ¢, d) est 1.

En utilisant le pivot de GAUSS, on peut exprimer toute matrice comme le
produit de matrices de transformations élémentaires et d'une triangulaire su-
périeure, rendant ainsi possible le calcul du déterminant.
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,_[ Théoréme 8 ] \
Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

\.

,-[ Proposition 42 ]

Soit A une matrice inversible.

det A1 = (det A)~!

_[ Proposition 43 J

Soit A une matrice.

detTA =detA

On peut donc déduire le déterminant en utilisant 1’algorithme de GAUSs.
Il suffit de faire le produit des déterminants des matrices de transformation
élémentaire qu’on utilise.
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