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1 Algèbre des matrices

Définition 1 – matrice
Soit m, n ∈N deux entiers positifs. On appelle une matrice d’éléments de
K à m lignes et à n colonnes une famille d’éléments (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n de K

indexée par les couple (i, j) où i varie entre 1 et m, et j varie entre 1 et n.
On dit aussi que (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n est une matrice de taille m× n.
On noteMm,n(K) l’ensemble des matrices de tailles m× n d’élément de
K.
Enfin, lorsque m = n, on dit que les matrices deMm,n(K) sont carrés de
taille m.

Définition 2 – ligne

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n ∈
Mm,n(K) une matrice de taille m × n. Soit i0 un entier entre 1 et m. On
appelle i0-ième ligne de A, la famille de n éléments de K (ai0,j)1≤j≤n.

Définition 3 – colonne
Soit m, n ∈N deux entiers positifs Soit A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n ∈ Mm,n(K)
une matrice de taille m × n. Soit j0 un entier entre 1 et n. On appelle j0-
ième colonne de A, la famille de m éléments de K (ai,j0)1≤i≤m.

Notation 1
On note habituellement les éléments d’une matrice sous forme de tableau.
Par exemple, la matrice de taille 3× 3 et d’éléments (ai,j)1≤i≤3,1≤j≤3 sera
notée :  a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3


Définition 4 – somme
Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soient A ∈ Mm,n(K) et B ∈
Mm,n(K). On note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n et B := (bi,j)1≤i≤m,1≤j≤n. La
matrice (ai,j + bi,j)1≤i≤m,1≤j≤n est appelée la somme des deux matrices A
et B. On la note A + B.
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Exemple 1 1 2 3
4 1 5
2 6 8

+

 3 4 5
10 2 −1
5 2 8

 =

 4 6 8
14 3 4
7 8 16


Définition 5 – produit externe

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs Soient A ∈ Mm,n(K) et λ ∈ K. On
note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n. La matrice (λ · ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n est appelée le
produit de la matrice A par le scalaire λ. On la note λ · A.

Exemple 2

2 ·

 3 4 5
10 2 −1
5 2 8

 =

 6 8 10
20 4 −2
10 4 16


Définition 6
Soit m, n ∈N deux entiers positifs. Soit k un entier entre 1 et m et soit k′ un
entier entre 1 et n. On note Ek,k′ := (δk

i · δk′
j ) la matrice de taille m× n dont

tous les éléments sont nuls, sauf dans la case à la ligne k et à la colonne k′

dans laquelle la valeur est 1.

Proposition 1

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs (Mm,n(K),+, ·) est un K-espace vec-
toriel de dimension m · n. De plus, la famille des matrices élémentaire
(Em,n

i,j )1≤i≤m,1≤j≤n est une base de (Mm,n(K),+, ·).

Démonstration. On sait que (K,+, ·) est un K-espace vectoriel. Puis (Mm,n(K),+, ·)
est un K-espace vectoriel. La famille (Ei,j) est une base car la famille (1) est une
base de (K,+, ·).

Définition 7 – produit interne

Soient m, n, o ∈ N trois entiers positifs. Soient A ∈ Mm,n(K) et B ∈
Mn,o(K). On note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n et B := (bi,j)1≤i≤n,1≤k≤o. La ma-
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trice (ci,j) ∈ Mm,o(K) définie par :

ci,j :=
n

∑
k=1

ai,k · bk,j,

pour 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ o, est appelée le produit entre A et B, et est
notée A× B.

Exemple 3  1 2
4 1
2 6

×( 3 4 5
10 2 −1

)
=

 23 8 3
22 18 19
66 20 4



Démonstration.

3 4 5
10 2 −1

1 2 1 · 3 + 2 · 10 1 · 4 + 2 · 2 1 · 5 + 2 · (−1)
4 1 4 · 3 + 1 · 10 4 · 4 + 1 · 2 4 · 5 + 1 · (−1)
2 6 2 · 3 + 6 · 10 2 · 4 + 6 · 2 2 · 5 + 6 · (−1)

Proposition 2

Soient m, n, o, p ∈ N quatre entiers. Soient A ∈ Mm,n(K), B ∈ Mn,o(K),
C ∈ Mo,p(K) trois matrices à valeur dans K.
Alors :

A× (B× C) = (A× B)× C.

Démonstration. Exercice

Proposition 3

Soient m, n, o ∈ N trois entiers naturels. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice
de taille m× n à valeur dans K. La fonction φ : Mn,o(K) → Mm,o(K)
qui à toute matrice B ∈ Mn,o(K) de taille n × o à valeur dans K asso-
cie la matrice A× B est une application linéaire entre (Mn,o(K),+, ·) et
(Mm,o(K),+, ·).

Démonstration. Exercice
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Définition 8 – transposée

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m× n d’éléments de K. On note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n. La matrice
(aj,i)1≤j≤n,1≤i≤m est une matrice de taille n × m d’éléments de K. Cette
matrice est appelée la transposée de A et est noté T A.

Exemple 4

On a :
T 1 2

4 1
2 6

 =

(
1 4 2
2 1 6

)
.

Proposition 4

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soient i un entier entre 1 et m et j un
entier entre 1 et n. Alors TEm,n

i,j = En,m
j,i .

Démonstration. Exercice

Proposition 5

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. La fonction φ : Mm,n(K) →
Mn,m(K) qui à chaque matrice de taille m × n à valeur dans K

associe sa transposée est un isomorphisme entre (Mm,n(K),+, ·) et
(Mn,m(K),+, ·).

Démonstration. Exercice

Proposition 6

Soient m, n, o ∈ N trois entiers positifs. Soient A ∈ Mm,n(K) et B ∈
Mn,o(K) deux matrices de tailles m×n et n× o, et d’éléments de K. Alors,
on a :

T(M× N) = T N × T M.

Démonstration. Exercice
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Proposition 7

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice à
valeur dans K et de taille m× n. Alors, on a :

T(T A) = A.

Démonstration. Exercice

Proposition 8

Soient m, n, o ∈ N trois entiers naturels. Soit A ∈ Mn,o(K) une matrice
de taille n× o à valeur dans K. La fonction φ : Mm,n(K) → Mm,o(K)
qui à toute matrice B ∈ Mm,n(K) de taille m × o à valeur dans K asso-
cie la matrice B× A est une application linéaire entre (Mm,n(K),+, ·) et
(Mm,o(K),+, ·).

Démonstration. Soit m, n, o ∈ N trois entiers naturels. Soit A ∈ Mn,o(K) une
matrice de taille n× o à valeur dans K. La fonction φ : Mm,n(K) →Mm,o(K)
qui à toute matrice B ∈ Mm,n(K) de taille m × n à valeur dans K associe la
matrice B× A. Soient B, B′ ∈ Mm,n(K) deux matrices de tailles m× n à valeur
dans K et soit λ ∈ K. On a :

(B + λ · B′)× A = T(T((B + λ · B′)× A)) (par la propriété 7)
(B + λ · B′)× A = T(T A× T(B + λ · B′)) (par la propriété 6)
(B + λ · B′)× A = T(T A× (TB + λ · (TB′))) (par la propriété 5)
(B + λ · B′)× A = T(T A× TB + λ · (T A× TB′))) (par la propriété 3)
(B + λ · B′)× A = T(T(B× A) + λ · T(B′ × A)) (par la propriété 6)
(B + λ · B′)× A = T(T(B× A)) + λ · T(T(B′ × A)) (par la propriété 5)
(B + λ · B′)× A = B× A + λ · B′ × A (par la propriété 7)

Donc φ est une application linéaire.
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2 Transformations élémentaires

2.1 Matrice identité

Définition 9 – identité
Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. On note Im,n ∈ Mm,n(K) la matrice
carrée (δ

j
i )1≤i≤m,1≤j≤n.

Exemple 5

Par exemple, on a :

I3,4 =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


Proposition 9

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soit A ∈ Mm,n(K). On a : A =
Im,m × A.

Démonstration. Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soit A ∈ Mm,n(K) une
matrice de taille m× n à valeur dans K. On note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n. On note
Im,m × A := (bi,j)1≤i≤m,1≤j≤n. Soit i ∈ N un entier entre 1 et m, et j ∈ N un
entier entre 1 et n.

bi,j =
m

∑
k=1

δi
k · ak,j.

On a i entre 1 et m, la somme s’annule partout sauf, pour k = i.

bi,j = ai,j.

Proposition 10

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soit A ∈ Mm,n(K). On a : A =
A× In,n.

Démonstration. Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soit A ∈ Mm,n(K) une
matrice de taille m× n à valeur dans K. On note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n. On note
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A× In,n := (bi,j)1≤i≤m,1≤j≤n. Soit i ∈N un entier entre 1 et m, et j ∈N un entier
entre 1 et n.

bi,j =
n

∑
k=1

ai,k · δk
j .

On a j entre 1 et n, la somme s’annule partout sauf, pour k = j.

bi,j = ai,j.

Proposition 11

Soit m, n ∈N deux entiers positifs tels que m ≤ n, alors Im,n× In,m = Im,m.

Démonstration. Soit m, n ∈N deux entiers positifs tels que m ≤ n.
On note Im,n × In,m := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤m.
Soit i, j deux entiers entre 1 et m.
On a : ai,j = ∑n

k=1 δk
i · δ

j
k.

1. si i = j, alors la somme s’annule partout, sauf pour k = i. Puis ai,j = 1.
2. sinon, la somme s’annule partout. Puis ai,j = 0.

2.2 Permutation de lignes et de colonnes

Définition 10 – matrice de permutation

Soit n ∈N. Soient k et k′ deux entiers entre 1 et n. On note SWAPn(k, k′) la
matrice In,n − En,n

k,k − En,n
k′,k′ + En,n

k,k′ + En,n
k′,k.

Exemple 6

Par exemple :

SWAP6(2, 4) =



1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


.
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Proposition 12

Soit n ∈N et soient k, k′ deux entiers compris entre 1 et n. On a :

T(SWAPn(k, k′)) = SWAPn(k, k′)

Démonstration. Soit n ∈ N et soient k, k′ deux entiers compris entre 1 et n. On
a :

T(SWAPn(k, k′)) = T(In,n − En,n
k,k − En,n

k′,k′ + En,n
k,k′ + En,n

k′,k)
T(SWAPn(k, k′)) = TIn,n − TEn,n

k,k −
TEn,n

k′,k′ +
TEn,n

k,k′ +
TEn,n

k′,k
T(SWAPn(k, k′)) = In,n − En,n

k,k − En,n
k′,k′ + En,n

k′,k + En,n
k,k′

T(SWAPn(k, k′)) = SWAPn(k, k′).

Proposition 13 – permutation de lignes

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soient k, k′ deux entiers compris
entre 1 et m. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de taille m× n d’éléments de
K. Alors la matrice SWAPm(k, k′) × A est la matrice dont la l-ième ligne
est la l-ième ligne de A pour l 6∈ {k, k′}, la k-ième ligne est la k′-ième ligne
de A, et la k′-ième ligne est la k-ième ligne de A.

Démonstration. Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soient k, k′ deux entiers
compris entre 1 et m. Soit A une matrice deMm,n(K). On note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n.
On a :

(SWAPm(k, k′)× A)i,j = ∑m
l=1(SWAPm(k, k′))i,l · al,j

(SWAPm(k, k′)× A)i,j = ∑m
l=1(δ

l
i − δk

i · δk
l − δk′

i · δk′
l + δk′

i · δk
l + δk

i · δk′
l ) · al,j

Puis :
1. pour i 6∈ {k, k′} :

δl
i − δk

i · δk
l − δk′

i · δk′
l + δk′

i · δk
l + δk

i · δk′
l = δl

i .

Puis :
(SWAPm(k, k′)× A)i,j = ∑m

l=1 δl
i · al,j ;

(SWAPm(k, k′)× A)i,j = ai,j

2. pour i = k et i 6= k′ :
δl

k − δk
l + δk′

l = δk′
l

Puis :
(SWAPm(k, k′)× A)k,j = ∑m

l=1 δk′
l · al,j ;

(SWAPm(k, k′)× A)k,j = ak′,j
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3. pour i = k′ et i 6= k :
δl

k′ − δk′
l + δk

l = δk
l

Puis :
(SWAPm(k, k′)× A)k′,j = ak,j

4. pour i = k′ et i = k :

δl
k − δk

l − δk′
l + δk

l + δk′
l = δl

k

Puis :
(SWAPm(k, k′)× A)k,j = ak,j
(SWAPm(k, k′)× A)k,j = ak′,j

Proposition 14 – permutation de colonnes

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soient k, k′ deux entiers compris
entre 1 et n. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de taille m× n d’éléments de
K. Alors la matrice A× SWAPn(k, k′) est la matrice dont la l-ième colonne
est la l-ième colonne de A pour l 6∈ {k, k′}, la k-ième colonne est la k′-ième
colonne de A, et la k-ième colonne est la k′-ième colonne de A.

Démonstration. Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soient k, k′ deux entiers
compris entre 1 et m. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de taille m× n d’éléments
de K.
On a : T(A× SWAPn(k, k′)) = SWAPn(k, k′)× T A.
Donc la transposée de A× SWAPn(k, k′) est la transposée de A donc on a per-
muté les lignes k et k′.
Puis A× SWAPn(k, k′) est la matrice A dans laquelle on a permuté les colonnes
k et k′.

Exemple 7 1 0 0
0 0 1
0 1 0

×
 1 2 3 4

2 3 4 5
3 4 5 6

 =

 1 2 3 4
3 4 5 6
2 3 4 5

 .

 1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6

×


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 =

 1 2 4 3
2 3 5 4
3 4 6 5

 .
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Proposition 15

Soit n ∈N un entier. Soient k, k′ deux entiers compris entre 1 et n. On a :

(SWAPn(k, k′))2 = In,n

2.3 Multiplication d’une ligne ou d’une colonne par un scalaire

Définition 11 – matrice de dilatation
Soit n ∈ N. Soient k un entier entre 1 et n et λ ∈ K \ {0} un scalaire non
nul. On note DILATn(k, λ) la matrice In,n + (λ− 1) · En,n

k,k .

Exemple 8

Par exemple,

DILAT5(2, 4) =


1 0 0 0 0
0 4 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .

Proposition 16

Soit n ∈ N et soient k un entier compris entre 1 et n et λ ∈ K \ {0} un
scalaire non nul. On a : T(DILATn(k, λ)) = DILATn(k, λ).

Démonstration. Soit n ∈ N et soient k un entier compris entre 1 et n et λ ∈
K \ {0} un scalaire non nul. On a :

T(DILATn(k, λ)) = T(In,n + (λ− 1) · En,n
k,k )

T(DILATn(k, λ)) = T(In,n) + T((λ− 1) · En,n
k,k )

T(DILATn(k, λ)) = T(In,n) + (λ− 1) · TEn,n
k,k

T(DILATn(k, λ)) = In,n + (λ− 1) · En,n
k,k

T(DILATn(k, λ)) = DILATn(k, λ)
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Proposition 17 – dilatation de lignes

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soient k un entier compris entre 1
et m et λ ∈ K \ {0} un scalaire non nul. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice
de taille m× n d’éléments de K. Alors la matrice DILATm(k, λ)× A est la
matrice dont la l-ième ligne est la l-ième ligne de A pour l 6= k, la k-ième
ligne est la k-ième ligne de A multipliée par le scalaire λ.

Démonstration. Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soient k un entier compris
entre 1 et m et λ ∈ K \ {0} un scalaire non nul. Soit A une matrice deMm,n(K).
On note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤i≤n.
On a :

(DILATm(k, λ)× A)i,j = ∑m
l=1(DILATm(k, λ))i,l · al,j

(DILATm(k, λ)× A)i,j = ∑m
l=1(δ

l
i + (λ− 1) · δk

i · δk
l ) · alj

Puis :

1. pour i 6= k :
δl

i + (λ− 1) · δk
i · δk

l = δl
i .

Puis :
(DILATm(k, λ)× A)i,j = ∑m

l=1 δl
i · al,j ;

(DILATm(k, λ)× A)i,j = ai,j

2. pour i = k :
δl

i + (λ− 1) · δk
l = λ · δl

i

Puis :
(DILATm(k, λ)× A)k,j = ∑m

l=1 λ · δi
l · al,j ;

(DILATm(k, λ)× A)k,j = λ · ai,j.

Proposition 18 – dilatation de colonnes

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soit k, k′ deux entiers compris entre
1 et n et λ ∈ K \ {0} un scalaire non nul. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice
de taille m× n d’éléments de K. Alors la matrice A× DILATn(k, λ) est la
matrice dont la l-ième colonne est la l-ième colonne de A pour l 6= k, la
k-ième colonne est la k-ième colonne de A multipliée par le scalaire λ.

Démonstration. Soit m, n ∈N deux entiers positifs, soit k un entier compris entre
1 et n, et soit λ ∈ K \ {0} un scalaire non nul. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice
de taille m× n d’éléments de K.

12



On a : T(A×DILATn(k, λ)) = DILATn(k, λ)× T A.
Donc la transposée de A× DILATn(k, λ) est la transposée de A donc on a mul-
tiplié la k-ième ligne par λ.
Puis A×DILATn(k, λ) est la matrice A dans laquelle on a multiplié la colonne k
par n.

Exemple 9 1 0 0
0 2 0
0 0 1

×
 1 2 3 4

2 3 4 5
3 4 5 6

 =

 1 2 3 4
4 6 8 10
3 4 5 6

 .

 1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6

×


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

 =

 1 2 6 4
2 3 8 5
3 4 10 6

 .

Proposition 19

Soit n ∈ N un entier, soit k un entier entre 1 et n, et soit λ, µ ∈
K ∈ \{0} deux scalaires non nuls. Alors DILATn(k, λ)× DILATn(k, µ) =
DILATn(k, λ · µ).

Démonstration. En exercice.

2.4 Ajout de lignes et de colonnes

Définition 12 – matrice de combinaison
Soit n ∈ N. Soient k et k′ deux entiers distincts entre 1 et n et soit λ ∈ K

un scalaire. On note ADDn(k, k′, λ) la matrice In,n + λ · En,n
k,k′ .

Exemple 10

Par exemple,

ADD5(1, 3, 4) =


1 0 4 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .
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Proposition 20

Soit n ∈ N et soient k, k′ deux entiers distincts compris entre 1 et n et soit
λ ∈ K un scalaire. On a : T(ADDn(k, k′, λ)) = ADDn(k′, k, λ).

Démonstration. Soit n ∈ N et soient k, k′ deux entiers distincts compris entre 1
et n et soit λ ∈ K un scalaire. On a :

T(ADDn(k, k′, λ)) = T(In,n + λ · En,n
k,k′)

T(ADDn(k, k′, λ)) = T(In,n) + T(λ · En,n
k,k′)

T(ADDn(k, k′, λ)) = In,n + λ · TEn,n
k,k′

T(ADDn(k, k′, λ)) = In,n + λ · En,n
k′,k

T(ADDn(k, k′, λ)) = ADDn(k′, k, λ).

Proposition 21 – ajout d’une ligne

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soient k, k′ deux entier distincts
compris entre 1 et m, et soit λ ∈ K un scalaire. Soit A ∈ Mm,n(K) une
matrice de taille m× n d’éléments de K. Alors la matrice ADDm(k, k′, λ)×
A est la matrice dont la l-ième ligne est la l-ième ligne de A pour l 6= k, la
k-ième ligne est la k-ième ligne de A plus la k′-ième ligne de A multipliée
par le scalaire λ.

Démonstration. Soit m, n ∈N deux entiers positifs et soient k, k′ deux entiers dis-
tincts compris entre 1 et m et λ ∈ K un scalaire. Soit A une matrice deMm,n(K).
On note A := (ai,j)1≤i≤m,1≤i≤n.
On a :

(ADDm(k, k′, λ)× A)i,j = ∑m
l=1(ADDm(k, k′, λ))i,l · al,j

(ADDm(k, k′, λ)× A)i,j = ∑m
l=1(δ

l
i + λ · δk

i · δk′
l ) · alj

Puis :

1. pour i 6= k :
δl

i + λ · δk
i · δk′

l = δl
i .

Puis :
(ADDm(k, k′, λ)× A)i,j = ∑m

l=1 δl
i · al,j ;

(ADDm(k, k′, λ)× A)i,j = ai,j
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2. pour i = k :
δl

i + λ · δk
i · δk′

l = δl
i + λ · δk′

l .

Puis :

(ADDm(k, k′, λ)× A)k,j = ∑m
l=1 δl

i · al,j + ∑m
l=1 λ · δk′

l · al,j
(ADDm(k, k′, λ)× A)k,j = ai,j + λ · ak′,j.

Proposition 22 – ajout d’une colonne

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs et soit k, k′ deux entiers distincts com-
pris entre 1 et n et λ ∈ K un scalaire. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m × n d’éléments de K. Alors la matrice A × ADDn(k, k′, λ) est la
matrice dont la l-ième colonne est la l-ième colonne de A pour l 6= k′, la
k′-ième colonne est la k′-ième colonne de A plus la k-ième colonne de A
multipliée par le scalaire λ.

Démonstration. Soit m, n ∈ N deux entiers positifs, soit k, k′ deux entiers dis-
tincts compris entre 1 et n, et soit λ ∈ K un scalaire. Soit A ∈ Mm,n(K) une
matrice de taille m× n d’éléments de K.
On a : T(A×ADDn(k, k′, λ)) = ADDn(k′, k, λ)× T A.
Donc la transposée de A×ADDn(k, k′, λ) est la transposée de A donc on a ajouté
à la ligne k′ la ligne k multipliée par le scalaire λ.
Puis A× ADDn(k, k′, λ) est la matrice A dans laquelle on a ajouté à la colonne
k′ la colonne k multipliée par le scalaire λ.

Exemple 11 1 2 0
0 1 0
0 0 1

×
 1 2 3 4

2 3 4 5
3 4 5 6

 =

 5 8 11 14
2 3 4 5
3 4 5 6

 .

 1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6

×


1 2 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

 1 4 3 4
2 7 4 5
3 10 5 6

 .
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Proposition 23

Soit n ∈ N un entier, soit k, k′ deux entiers distincts entre 1 et n, et
soit λ, µ ∈ K deux scalaires. Alors ADDn(k, k′, λ) × ADDn(k, k′, µ) =
ADDn(k, k′, λ + µ).

Démonstration. En exercice

3 Matrices inversibles

3.1 Inversibilité à gauche et à droite

Définition 13 – matrice inversible à gauche

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m × n à valeur dans K. On dit que A est inversible à gauche si et
seulement si il existe une matrice B ∈ Mn,m(K) de taille n× m à valeur
dans K telle que B× A = In,n.
La matrice B est alors appelée un inverse à gauche de A.

Exemple 12

La matrice :  1 2
2 1
3 4


a plusieurs inverses à gauche.
Par exemple, pour tout a, b ∈ K, la matrice :(

−1+5·a
3

2−2·a
3 a

2−5·b
3 −1+2·b

3 b

)
est un inverse à gauche de la matrice : 1 2

2 1
3 4


.

Démonstration. En exercice.
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Définition 14 – matrice inversible à droite
Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m × n à valeur dans K. On dit que A est inversible à droite si et
seulement si il existe une matrice B ∈ Mn,m(K) de taille n× m à valeur
dans K telle que A× B = Im,m.
La matrice B est alors appelée un inverse à droite de A.

Exemple 13

La matrice : (
1 2 3
2 1 4

)
a des inverses à droite.

Par exemple, pour tout a, b ∈ K, la matrice : −1+5·a
3

2−5·b
3

2−2·a
3 −1+2·b

3
a b


est un inverse à droite de la matrice :(

1 2 3
2 1 4

)
.

Démonstration. En exercice.

Proposition 24

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m × n à valeur dans K. La matrice A est inversible à gauche si et
seulement si la matrice T A est inversible à droite.
De plus, soit B ∈ Mn,m(K) une matrice de taille n × m à valeur dans
K. Alors la matrice B est un inverse à gauche de A si et seulement si la
matrice TB est un inverse à droite de T A.

Démonstration. En exercice.
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Définition 15 – matrice inversible
Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m× n à valeur dans K. On dit que A est inversible si et seulement si
il existe une matrice B ∈ Mm,n(K) telle que A× B = Im,m et B× A = In,n.
La matrice B est alors appelée un inverse de A.

Notation 2

Si une matrice A est inversible, son inverse est noté A−1.

Exemple 14

La matrice :  1 2 3
1 4 6
1 8 10


est inversible.
De plus, son inverse est :  2 −1 0

1 −7
4

3
4

−1 3
2

−1
2

 .

Démonstration. En exercice.

Proposition 25

Les matrices carrés de transformation élémentaire sont inversibles.

Démonstration. Soit n ∈N un entier naturel.
1. Par la propriété 10, on a :

In,n × In,n = In,n.

Donc In,n est inversible et son inverse est In,n.
2. Soit B ∈ Mn,n(K) est une matrice de permutation. Alors, par la propriété

15, on a : B× B = In,n.
Donc la matrice B est inversible et son inverse est B.

3. Soit k ∈ N tel que 1 ≤ k ≤ n. Soit λ ∈ K \ {0}. Par la propriété 19,
on a : DILATn(k, λ) × DILATn(k, 1

λ ) = DILATn(k, 1) et DILATn(k, 1
λ ) ×

DILATn(k, λ) = DILATn(k, 1). Or DILATn(k, 1) = In,n.
Donc DILATn(k, λ) est inversible et son inverse est DILATn(k, 1

λ ).
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4. Si il existe k, k′ deux entiers distincts entre 1 et n et λ ∈ K. Alors, par la
propriété 23, on a :ADDn(k, k′, λ) × ADDn(k, k′,−λ) = ADDn(k, k′, 0) et
ADDn(k, k′,−λ) × ADDn(k, k′, λ) = ADDn(k, k′, 0). Or, ADDn(k, k′, 0) =
In,n.
Donc ADDn(k, k′, λ) est inversible et son inverse est ADDn(k, k′,−λ).

Proposition 26

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m× n qui a un admet un inverse à droite B ∈ Mn,m(K) et un inverse
à gauche C ∈ Mm,n(K). Alors B = C (et A est inversible).

Démonstration. Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une
matrice de taille m× n qui a un admet un inverse à droite B ∈ Mn,m(K) et un
inverse à gauche C ∈ Mm,n(K).
On a :

B = B× Im,m (par la propriété 10)
B = B× (A× C) (par la définition 14)
B = (B× A)× C (par la propriété 2)
B = In,n × C (par la définition 13)
B = C (par la propriété 9).

Donc B = C.

3.2 Inversion à gauche

Proposition 27

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m× n à valeur dans K telle que A soit inversible à gauche. Alors,

1. pour toute matrice X ∈ Mn,1(K) de talle n× 1 à valeur dans K, on
a : A× X = (0)1≤i≤m,j=1 =⇒ X = (0)1≤i≤n,j=1 ;

2. les colonnes de A forment une famille libre de Rn.

Démonstration. En exercice.

Proposition 28

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. La matrice identité Im,n est inversible
à gauche si et seulement si m ≥ n.
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Démonstration. 1. (⇐) Soit m, n ∈N deux entiers positifs tels que m ≥ n.
On a In,m × Im,n = In,n. Donc Im,n est inversible à gauche.

2. (⇒) Soit m, n ∈ N deux entiers positifs tels que Im,n soit inversible à
gauche. Les colonnes de Im,n forment une famille libre, donc il n’y a pas
de colonne nulle, puis m ≥ n.

Proposition 29

Soit m, n ∈N deux entiers positifstels que m ≥ n. Soit A ∈ Mn,m(K). On
note A = (ai,j)1≤i≤n,1≤j≤m. Alors A est un inverse à gauche de Im,n si et
seulement si pour tout i entre 1 et n et tout j entre 1 et n, on a : ai,j = δi

j.

Démonstration. En exercice.

Proposition 30

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m × n à valeur dans K. Soit B ∈ Mm,m(K) une matrice inversible
de taille m× m. Alors A est inversible à gauche si et seulement si B× A
est inversible à gauche.

Proposition 31

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m × n à valeur dans K. Soit B ∈ Mm,m(K) une matrice inversible
de taille m× m. Soit C ∈ Mn,m(K) une matrice de taille n× m à valeur
dans K. Alors C est un inverse à gauche de A si et seulement si C× B−1

est un inverse à gauche de B× A est inversible à gauche.

Démonstration. On prouve les propriété 30 et 31 en même temps.
1. (⇒) Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice

de taille m× n à valeur dans K. Soit B ∈ Mm,m(K) une matrice carrée
inversible de taille m. On suppose que A est inversible à gauche. Soit
C ∈ Mn,m(K) un inverse à gauche de A.
On a :

(C× B−1)× (B× A) = (C× (B−1 × B))× A (par la propriété 2)
(C× B−1)× (B× A) = (C× Im,m)× A (par la définition 15)
(C× B−1)× (B× A) = C× A (par la propriété 10)
(C× B−1)× (B× A) = In,n (par la définition 13)
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2. (⇐) Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice
de taille m× n à valeur dans K. Soit B ∈ Mm,m(K) une matrice inversible
telle que B× A soit inversible. On a : B−1 est une matrice inversible et de
plus A = B−1 × (B × A). On peut dont appliquer la preuve du sens
direct (⇒) de la propriété que l’on est en train de montrer. Ainsi, A est
inversible à gauche.

Définition 16
Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Une matrice A ∈ Mm,n(K) de taille
m× n est dite échelonnée, si et seulement si il existe une fonction PIVOT
qui associe à chaque indice de ligne de A non nulle un indice de colonne,
tel que :

1. Pour chaque ligne non nulle d’indice i, la première colonne non
nulle a pour indice PIVOT(i).

2. Pour chaque ligne non nulle d’indice i, Ai,PIVOT(i) = 1.

3. Pour chaque ligne i non nulle, Ai,PIVOT(i) est le seul élément non nul
de la colonne PIVOT(i).

4. Pour chaque paire de lignes non nulles, d’indice i et j, on a : i <
j =⇒ PIVOT(i) < PIVOT(j).

5. Les lignes nulles, si il y en a, sont à la fin de la matrice.

Exemple 15

La matrice  1 0 0 5
0 0 1 4
0 0 0 0


est échelonnée. La fonction PIVOT associe 1 à 1 (le pivot de la première
ligne est sur la première colonne), et 2 à 3 (le pivot de la seconde ligne est
sur la troisième colonne).

Algorithme 1 – pivot de Gaus

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de
taille m× n. Alors, quitte à permuter les lignes de A, multiplier les lignes
de A par une constante non nulle, et ajouter à une ligne une autre ligne
multipliée par une constante, alors on peut écrire A sous forme échelon-
née.
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On suppose m ≥ 1 et n ≥ 1.

1. Posons p← 1.

2. Si A n’est pas échelonnée, on prend la première colonne j0 telle
qu’il existe une ligne i0 telle que ai,j 6= 0, avec i ≥ p.

3. On permute la ligne p et la ligne i0.

4. On utilise la ligne p pour annuler le reste de la colonne j0.

5. On pose p← p + 1.

Démonstration. On montre par récurrence que les p − 1 premières lignes de A
forment une matrice échelonnée.

Proposition 32

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice éche-
lonnée à valeur dans K. Alors la matrice A a un inverse à gauche si et
seulement si A = Im,n et m ≥ n.

Démonstration. Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une
matrice échelonnée à valeur dans K.

1. (⇐) Si m ≥ n et A = Im,n.
Alors, par la propriété 28, A est inversible à gauche.

2. (⇒) Soit B ∈ Mn,m(K) un inverse à gauche de A. Supposons, par l’ab-
surde, qu’il existe une colonne sans pivot. Prenons la colonne sans pivot
d’indice minimal j0. On a :

(a) j0 ≤ min(m, n).

(b) Pour k, k′ ∈ K tels que 1 ≤ k < j0 et 1 ≤ k′ < j0, ak,k′ = δk
k′ .

(c) Pour k ∈ K tel que j0 ≤ k ≤ m, on a : ak,j0 = 0.

Puis, pour i ∈N entre 1 et l, on a :

j0−1

∑
k=1

ak,j0 · ai,k =
j0−1

∑
k=1

ak,j0 · δ
i
k.

On distingue deux cas :

(a) si i < j0, on a :
∑

j0−1
k=1 ak,j0 · ai,k = ai,j0
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(b) si i ≥ j0, on a :
∑

j0−1
k=1 ak,j0 · ai,k = 0,

∑
j0−1
k=1 ak,j0 · ai,j = ai,j0 .

Dans les deux cas,
∑

j0−1
k=1 ak,j0 · ai,k = ai,j0 .

Ainsi la colonne j0 est la combinaison linéaire des colonnes 1 à j0− 1 avec
les coefficients a1,j0 à aj0−1,j0 .
Puis les colonnes de A ne sont pas libres.
A n’est pas inversible à gauche.

Proposition 33

Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice à
valeur dans K. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A a un inverse à gauche ;

2. A peut s’écrire sous la forme B× Im,n où B est le produit de 0, une,
ou plusieurs matrices de transformation élémentaire, toutes carrées
et de taille m.

Démonstration. En exercice.

Algorithme 2 – inversion à gauche

Soit A ∈ Mm,n(K).

1. On utilise l’algorithme 1 permet de vérifier si A a un inverse à
gauche.

2. — soit la matrice n’est pas inversible ;
— soit la matrice est inversible :

(a) on a calculé une matrice B ∈ Mm,m(K) carrée de taille m et
à valeur dans K qui vérifie : B× A = Im,n ;

(b) on calcule B × Im,m en faisant agir les mêmes transforma-
tions élémentaires qui ont transformé A en Im,n sur Im,m ;

(c) l’ensemble des inverses à gauche de A est alors l’ensemble
des matrices C × B × Im,m pour chaque matrice C :=
(ci,j)1≤i≤n,1≤j≤m ∈ Mn,m(K) de taille n × m à valeur dans
K et telle que pour tout i tel que 1 ≤ i ≤ n et pour tout j tel
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que 1 ≤ i ≤ n, on ait ci,j = δi
j.

Démonstration. En exercice.

Exemple 16

Reprenons l’exemple 12. On fait agir en parallèle les mêmes transforma-
tions sur la matrice  1 2

2 1
3 4


et la matrice Im,m :

 1 2
2 1
3 4

  1 0 0
0 1 0
0 0 1



L2 ← L2 − 2 · L1
L3 ← L3 − 3 · L1

 1 2
0 −3
0 −2

  1 0 0
−2 1 0
−3 0 1



L2 ← −1
3 · L2

 1 2
0 1
0 −2

  1 0 0
2
3

−1
3 0

−3 0 1



L1 ← L1 − 2 · L2
L3 ← L3 + 2 · L2

 1 0
0 1
0 0

  −1
3

2
3 0

2
3

−1
3 0

−5
3

−2
3 1



Puis les inverses à gauche de  1 2
2 1
3 4


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sont les matrices de la forme :(
1 0 a
0 1 b

)
×

 −1
3

2
3 0

2
3

−1
3 0

−5
3

−2
3 1

 .

Puis les inverses à gauche de  1 2
2 1
3 4


sont les matrices : (

−1+5a
3 −2+2a

3 a
2−5b

3 −1+2b
3 b

)
.

Lemme 1
Soit n ∈ N un entier naturel. Soient k, k′ ∈ N tels que 1 ≤ k ≤ n et
1 ≤ k′ ≤ n. Soit B ∈ Mm,n(K) une matrice carrée de transformation
élémentaire et de taille n. Alors il existe une matrice C ∈ Mn,n(K) carrée
de transformation élémentaire et telle que :

SWAPn(k, k′)× B = C× SWAPn(k, k′)

Démonstration. Soit n ∈ N un entier naturel. Soient k, k′ ∈ N tels que 1 ≤
k ≤ n et 1 ≤ k′ ≤ n. Soit B ∈ Mm,n(K) une matrice carrée de transformation
élémentaire et de taille n.

On note :

σ :=


N → N

l 7→ l si l 6∈ {k, k′}
l 7→ k′ si l = k
l 7→ k si l = k′.

On distingue plusieurs cas sur la forme de B :

1. si B = In,n,
on a : SWAPn(k, k′)× In,n = In,n × SWAPn(k, k′) ;

2. si B est une matrice de permutation,
soient l et l′ entre 1 et n, tels que B = SWAPn(l, l′),
on a : SWAPn(k, k′)× SWAPn(l, l′) = SWAPn(σl, σl′)× SWAPn(k, k′) ;
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3. si B est une matrice de dilatation,
soient l entre 1 et n et λ ∈ K \ {0},
on a : SWAPn(k, k′)×DILATn(l, λ) = DILATn(σ(l), λ)× SWAPn(k, k′) ;

4. si B est une matrice de d’ajout,
soient l, l′ entre 1 et n et λ ∈ K,
on a : SWAPn(k, k′)×ADDn(l, l′, λ) = ADDn(σl, σl′, λ).

Lemme 2
Soient m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit B ∈ Mm,m(K) une matrice
carrée de transformation élémentaire, de taille m, qui n’est pas une ma-
trice de permutation. Alors il existe une matrice carrée C ∈ Mn,n(K) de
transformation élémentaire, de taille n telle que B× Im,n = Im,n × C.

Démonstration. En exercice

Théorème 1
Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice à
valeur dans K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible à gauche ;

2. m ≥ n et A peut s’écrire sous la forme B × Im,n où B est le pro-
duit de 0, une, ou plusieurs matrices de transformation élémen-
taire, toutes carrées et de taille m ;

3. les lignes de A forment une famille génératrice de Rn ;

4. les colonnes de A forment une famille libre dans Rm ;

5. pour toute matrice X ∈ Mn,1(K) telle que A× X = (0)1≤i≤n,j=1,
on a X = (0)1≤i≤m,j=1 ;

6. pour toute matrice Y ∈ Mn,1(K), il existe une matrice X ∈
Mm,1(K) telle que T A× X = Y.
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3.3 Inverse à droite

Algorithme 3 – inversion à droite

Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice de taille m× n à valeur dans K. On utilise
l’algorithme 2 pour décider si la transposée de A est inversible à gauche,
et calculer ses inverses à gauche.

1. si T A n’est pas inversible à gauche, alors A n’est pas inversible à
droite ;

2. les inverses à droites de A sont alors les transposées des inverses à
gauche de T A.

Démonstration. En exercice.

Théorème 2
Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice à
valeur dans K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible à droite ;

2. m ≤ n et A peut s’écrire sous la forme Im,n × B où B est le pro-
duit de 0, une, ou plusieurs matrices de transformation élémen-
taire, toutes carrées et de taille n ;

3. les colonnes de A forment une famille génératrice de Rm ;

4. les lignes de A forment une famille libre dans Rn ;

5. pour toute matrice X ∈ Mm,1(K) telle que T A× X = (0)1≤i≤n,j=1,
on a X = (0)1≤i≤m,j=1 ;

6. pour toute matrice Y ∈ Mm,1(K), il existe une matrice X ∈
Mn,1(K) telle que A× X = Y.

3.4 Inverses

Proposition 34

Soit n ∈ N un entier naturel. Soit A ∈ Mn,n(K) une matrice carrée de
taille n et à valeur dans K. Alors A est inversible à gauche si et seulement
si A est inversible à droite.
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Démonstration. Soit n ∈ N un entier naturel. Soit A ∈ Mn,n(K) une matrice
carrée de taille n et à valeur dans K. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. A est inversible à gauche ;
2. les lignes de A forment une famille génératrice de (Rn,+, ·) ;
3. les lignes de A forment une famille libre dans (Rn,+, ·) ; (pour des rai-

sons de dimensions)
4. A est inversible à droite.

Proposition 35

Soit n ∈ N un entier naturel. Soit A ∈ Mn,n(K) une matrice carrée de
taille n et à valeur dans K. Alors un inverse à gauche de A est aussi un
inverse à droite de A (et réciproquement).

Démonstration. Soit n ∈ N un entier naturel. Soit A ∈ Mn,n(K) une matrice
carrée de taille n et à valeur dans K. Soit B ∈ Mn,n(K) un inverse à gauche de
A. On sait que A est inversible à gauche. Donc il est aussi inversible à droite. Soit
C ∈ Mn,n(K) un inverse à droite. On sait par la propriété 26, que B = C.

Proposition 36

Soit n ∈ N un entier naturel. Alors les matrices inversibles deMn,n(K)
sont les matrices obtenues comme produit d’un nombre arbitraire de ma-
trices élémentaires carrées de taille n.

Algorithme 4 – pivot de Gauss sur une matrice carrée

Soit n ∈ N un entier naturel. Soit A ∈ Mn,n(K) une matrice carrée de
taille n à valeur dans K.
On suppose que n ≥ 1.

1. On pose p = 1, X0 = A, et Y0 = In,n.
2. Si p = n + 1, A est inversible, et son inverse est Yn.
3. On note Xp−1 = (xi,j)1≤i≤n,1≤j≤n.
4. Si pour tout i ≥ p, xi,p = 0 alors la matrice A n’est pas inversible.
5. On prends le plus petit indice i0 tel que i0 ≥ p et tel que xi0,p 6= 0.
6. On permute la ligne p et la ligne i0 à la fois dans la matrice Xp−1 et

dans la matrice Yp−1.

28



7. On utilise la ligne p pour annuler le reste de la colonne j0 dans la
matrice Xp−1, tout en effectuant les mêmes transformations dans la
matrice Yp−1

8. On pose Xp et Yp les matrices obtenues.

9. p← p + 1,

Démonstration. On a appliqué l’algorithme 1, en remarquant que si on forme
une colonne qui s’annule sur toutes les lignes qui n’ont pas encore de pivots,
alors on ne peut pas obtenir la matrice In,n à la fin. On prouve, en case de succès
de l’algorithme, que pour tout p, on a : A = Yp × Ap. Puis, Yn est l’inverse de
A.

Exemple 17

La matrice :  1 2 3
2 1 3
0 1 1


n’est pas inversible.
En effet,

 1 2 3
2 1 3
0 1 1



L2 ← L2 − 2 · L1

 1 2 3
0 −3 −3
0 1 1



L2 ← −1
3 · L2

 1 2 3
0 1 1
0 1 1



L1 ← L1 − 2 · L2
L3 ← L3 − L2

 1 0 1
0 1 1
0 0 0


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Cette dernière matrice n’est pas inversible, car elle a une ligne nulle (donc
ces lignes ne forment pas une famille libre de R3).

Exemple 18

La matrice :  1 2 3
1 2 4
0 1 2


est inversible.
On trouve son inverse par pivot de Gauss :

 1 2 3
1 2 4
0 1 2

  1 0 0
0 1 0
0 0 1



L2 ← L2 − L1

 1 2 3
0 0 1
0 1 2

  1 0 0
−1 1 0
0 0 1



L2 ↔ L3

 1 2 3
0 1 2
0 0 1

  1 0 0
0 0 1
−1 1 0



L1 ← L1 − 2 · L2

 1 0 −1
0 1 2
0 0 1

  1 0 −2
0 0 1
−1 1 0



L1 ← L1 + L3
L2 ← L2 − 2 · L3

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

  0 1 −2
2 −2 1
−1 1 0



.
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On peut vérifier que la matrice : 0 1 −2
2 −2 1
−1 1 0


est l’inverse de la matrice :  1 2 3

1 2 4
0 1 2


1 2 3
1 2 4
0 1 2

0 1 −2 1 2− 2 4− 4
2 −2 1 2− 2 4− 4 + 1 6− 8 + 2
−1 1 0 −1 + 1 −2 + 2 −3 + 4

.

Théorème 3
Soit m, n ∈ N deux entiers positifs. Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice à
valeur dans K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible ;
2. A peut s’écrire sous la forme d’un produit de 0, une, ou plusieurs

matrices de transformation élémentaire, toutes carrées et de taille
n ;

3. m ≥ n et les colonnes de A forment une famille génératrice de Rm ;
4. m ≤ n et les colonnes de A forment une famille libre de Rm ;
5. m ≥ n et les lignes de A forment une famille libre dans Rn ;
6. m ≤ n et les lignes de A forment une famille génératrice de Rn.
7. m ≥ n et pour toute matrice X ∈ Mm,1(K) telle que T A × X =

(0)1≤i≤n,j=1, on a X = (0)1≤i≤m,j=1 ;
8. m ≥ n et pour toute matrice Y ∈ Mm,1(K), il existe une matrice

X ∈ Mn,1(K) telle que A× X = Y.
9. m ≤ n et pour toute matrice X ∈ Mn,1(K) telle que A × X =

(0)1≤i≤m,j=1, on a X = (0)1≤i≤n,j=1 ;
10. m ≤ n et pour toute matrice Y ∈ Mn,1(K), il existe une matrice

X ∈ Mm,1(K) telle que T A× X = Y.
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4 Déterminant

On va voir uniquement la preuve en dimension 2 et 3. Attention à ne pas
généraliser à l’arrache !

4.1 Généralités

Définition 17 – Permutation
Soit E un ensemble, une permutation de E est une bijection de E dans E.

Définition 18 – Groupe symétrique

On note Sn l’ensemble des permutations de J1, nK. Cet ensemble est ap-
pelé groupe symétrique d’ordre n.

Proposition 37

(Sn, ◦) est un groupe.

Définition 19 – Signature d’une permutation

Soit σ ∈ Sn. On appelle signature de σ, notée ε(σ) la valeur

ε(σ) = ∏
16i<j6n

sign (σ(j)− σ(i))

où

sign :


x 7→ 1 si x > 0
x 7→ −1 si x < 0
0 sinon

Définition 20 – Déterminant
Soit n ∈N∗. Le déterminant d’une matrice A = (ai,j) ∈ Mn,n(K) se note

|A|

ou
det A

et vaut

∑
σ∈Sn

ε(σ)
n

∏
i=1

ai,σ(i)
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Théorème 4

Soit (A, B) ∈ Mn,n(K)2,

det A det B = det AB

4.2 En dimension 2

Théorème 5
Soit

A =

(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)
le déterminant de A est noté ∣∣∣∣a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣
et vaut

a1,1a2,2 − a1,2a2,1

4.3 En dimension 3

Théorème 6
Soit

A =

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3


le déterminant de A est noté ∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣
et vaut

a1,1a2,2a3,3 + a1,2a2,3a3,1 + a1,3a2,1a3,2− a1,1a2,3a3,2− a1,2a2,1a3,3− a1,3a2,2a3,1

La figure 1 (p. 34) montre un bon moyen de retrouver cette formule.
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FIGURE 1 – Règle de SARRUS

4.4 En dimension supérieure

Théorème 7
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments dia-
gonaux.

Proposition 38

det In,n = 1

Proposition 39

Le déterminant des matrices SWAPa(b, c) est 1.

Proposition 40

Le déterminant des matrices DILATa(b, c) est c.

Proposition 41

Le déterminant des matrices ADDa(b, c, d) est 1.

En utilisant le pivot de GAUSS, on peut exprimer toute matrice comme le
produit de matrices de transformations élémentaires et d’une triangulaire su-
périeure, rendant ainsi possible le calcul du déterminant.
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Théorème 8
Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Proposition 42

Soit A une matrice inversible.

det A−1 = (det A)−1

Proposition 43

Soit A une matrice.
det T A = det A

On peut donc déduire le déterminant en utilisant l’algorithme de GAUSS.
Il suffit de faire le produit des déterminants des matrices de transformation
élémentaire qu’on utilise.
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