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◮ La forme des formules : constituants, règles de grammaire...
◮ Tout ce qu’on peut faire sur la formule sans lui donner un sens.
◮ Pas d’évaluation : cf. sémantique.

Marc Chevalier (DI ENS) Calcul Propositionnel 18 septembre 2017 05 / 23



Calcul Propositionnel

Marc Chevalier

Présentation

Syntaxe

Sémantique

Autres connecteurs

Règles de calcul

Syntaxe

Définition 1 – Alphabet

Un symbole (ou lettre) est l’une de ces quatre entités :
◮ une variable propositionnelle (ou proposition atomique, ou atome) : A,

B , C , A0, . . ., An ;
◮ une constante : ⊤, ⊥ ;
◮ un connecteur logique : ∨, ∧, ¬ ;
◮ une paire de séparateurs : (, ).

Marc Chevalier (DI ENS) Calcul Propositionnel 18 septembre 2017 06 / 23



Calcul Propositionnel

Marc Chevalier

Présentation

Syntaxe

Sémantique

Autres connecteurs

Règles de calcul

Syntaxe

Tous les mots ne sont pas raisonnables :

Exemple 1

)((A∨ (⊥ est un mot sur le bon alphabet.
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Définition 2 – Formules

L’ensemble des formule est définie par induction par :
◮ les variables et constantes propositionnelles sont des formules ;
◮ si ϕ1 et ϕ2 sont des formules :

◮ (ϕ1 ∧ ϕ2) est une formule ;
◮ (ϕ1 ∨ ϕ2) est une formule ;
◮ (¬ϕ1) est une formule.

∧

ϕ1 ϕ2

∨

ϕ1 ϕ2

¬

ϕ1
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Toutes les formules sont raisonnables :
◮ ⊤

◮ A

◮
(

A∧ (¬A)
)

◮
(

(A ∨ B) ∧ (¬A)
)

◮

(

(

¬
(

(¬A) ∧⊥
)

)

∧ A

)

sont des formules.

◮ ()A∨

◮ A∧ B

ne sont pas des formules.
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Définition 3 – Taille d’une formule

∣

∣ϕ
∣

∣ =















1 si ϕ = A ou ϕ = ⊥ ou ϕ = ⊤

1+
∣

∣ϕ1

∣

∣ si ϕ = (¬ϕ1)

1+max

(

∣

∣ϕ1

∣

∣ ,
∣

∣ϕ2

∣

∣

)

si ϕ = (ϕ1 ∨ ϕ2) ou ϕ = (ϕ1 ∧ ϕ2)
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◮ ⊤ est de taille 1
◮ A est de taille 1
◮
(

A∧ (¬A)
)

est de taille 3
◮
(

(A ∨ B) ∧ (¬A)
)

est de taille 3

◮

(

(

¬
(

(¬A) ∧⊥
)

)

∧ A

)

est de taille 5

∧
5

¬
4

∧
3

¬
2

A

1

⊥
1

A

1
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Définition 4

Var
(

ϕ
)

=























{A} si ϕ = A

∅ si ϕ = ⊥ ou ϕ = ⊤

Var
(

ϕ1

)

si ϕ = (¬ϕ1)

Var
(

ϕ1

)

∪ Var
(

ϕ2

)

si ϕ = (ϕ1 ∧ ϕ2) ou ϕ = (ϕ1 ∨ ϕ2)

Ce sont exactement les variables qui apparaissent dans ϕ
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Proposition 1

Soit ϕ une formule. Les variables propositionnelles qui apparaissent dans ϕ

sont exactement Var
(

ϕ
)

.
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◮ Var (A) = {A}.

◮ Var

(

(

A∧ (¬A)
)

)

= {A}.

◮ Var

(

(

(

¬
(

(¬A) ∧⊥
)

)

∧ A

)

)

= {A}.

◮ Var

(

(

(A ∨ B) ∧ (¬A)
)

)

= {A,B}.

∧
{A,B}

∨
{A,B}

A

{A}
B

{B}

¬
{A}

A

{A}
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◮ Sémantique = sens (interprétation, évaluation...)
◮ Valeur de vérité : B = {tt, ff }
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Définition 5 – Environnement

Soit V un ensemble de variables propositionnelles. Un environnement sur V

est une fonction de V → B.
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Définition 6 – Évaluation

Soient ϕ une formule et V un sur-ensemble fini de Var
(

ϕ
)

. Soit σ un environ-
nement sur V . Nous définissons l’évaluation

[

ϕ
]

σ
de ϕ sur l’environnement

σ par induction de la manière suivante :
◮ [⊥]

σ
= ff , [⊤]

σ
= tt ;

◮ [Ai ]σ = σ(Ai ) ;

◮
[

(¬ϕ)
]

σ
=

{

tt si
[

ϕ
]

σ
= ff ,

ff sinon ;

◮
[

(ϕ1 ∨ ϕ2)
]

σ
=

{

tt si
[

ϕ1

]

σ
= tt ou

[

ϕ2

]

σ
= tt,

ff sinon ;

◮
[

(ϕ1 ∧ ϕ2)
]

σ
=

{

tt si
[

ϕ1

]

σ
= tt et

[

ϕ2

]

σ
= tt,

ff sinon.
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Remarque 1

En mathématique :
◮ vrai OU faux = vrai
◮ vrai OU vrai = vrai

On parle de « ou inclusif ».
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Soit σ, l’environnement sur {A,B}

A 7→ tt

B 7→ ff

◮ [⊤]
σ
= tt

◮ [A]
σ
= tt

◮
[

(¬A)
]

σ
= ff

◮
[

(A∨ B)
]

σ
= tt

◮

[

(

A∧ (¬B)
)

]

σ
= tt
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Définition 7 – Table de vérité

Soient ϕ une formule et V un sur-ensemble de Var
(

ϕ
)

non vide. Table de

vérité
q

ϕ
y

V
:=
(

σ 7→
[

ϕ
]

σ

)
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Nous donnons la table de vérité de la formule
(

A∨ (¬B)
)

sur l’ensemble de
variables {A;B ;C}.

[A]
σ

[B ]
σ

[C ]
σ

[

(¬B)
]

σ

[

(

A∨ (¬B)
)

]

σ

ff ff ff tt tt

ff ff tt tt tt

ff tt ff ff ff

ff tt tt ff ff

tt ff ff tt tt

tt ff tt tt tt

tt tt ff ff tt

tt tt tt ff tt
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Nous donnons la table de vérité de la formule
(

A ∨
(

(¬B) ∧ C
)

)

sur l’ensemble de

variables {A;B ;C}.

[A]
σ

[B ]
σ

[C ]
σ

[

(¬B)
]

σ

[

(

(¬B) ∧ C
)

]

σ

[

(

A∨
(

(¬B) ∧ C
)

)

]

σ

ff ff ff tt ff ff

ff ff tt tt tt tt

ff tt ff ff ff ff

ff tt tt ff ff ff

tt ff ff tt ff tt

tt ff tt tt tt tt

tt tt ff ff ff tt

tt tt tt ff ff tt
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Définition 8 – Équivalence sémantique

q

ϕ1

y

Var(ϕ1)∪Var(ϕ2) =
q

ϕ2

y

Var(ϕ1)∪Var(ϕ2)

. On note ϕ1 ≡ ϕ2

Exemple 2
(

(

A∧ (¬A)
)

∨ B

)

≡ B
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Définition 9 – Tautologie

ϕ est une tautologie si et seulement si ϕ ≡ ⊤.

Exemple 3

La formule
(

A∨ (¬A)
)

est une tautologie.
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Définition 10 – Contradiction

ϕ est une contradiction si et seulement si ϕ ≡ ⊥.

Exemple 4

La formule
(

A∧ (¬A)
)

est une contradiction.
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Définition 11 – Implication

On introduit le connecteur ⇒ : (ϕ1 ⇒ ϕ2) est une formule propositionnelle.
On lui donne la sémantique :

[

(ϕ1 ⇒ ϕ2)
]

σ
=

{

tt si
[

ϕ1

]

σ
= ff ou

[

ϕ2

]

σ
= tt

ff sinon ;

Proposition 2

(ϕ1 ⇒ ϕ2) ≡
(

(

¬ϕ1

)

∨ ϕ2

)
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Proposition 3 – Ex falso (quodlibet)

(⊥ ⇒ ϕ1) est une tautologie
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Définition 12 – Équivalence

On introduit le connecteur ⇔ : (ϕ1 ⇔ ϕ2) est une formule propositionnelle.
On lui donne la sémantique :

[

(ϕ1 ⇔ ϕ2)
]

σ
=

{

tt si
[

ϕ1

]

σ
=
[

ϕ2

]

σ

ff sinon ;

Proposition 4

(ϕ1 ⇔ ϕ2) ≡
(

(

ϕ1 ⇒ ϕ2

)

∧
(

ϕ2 ⇒ ϕ1

)

)
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Proposition 5 – De Morgan
(

¬
(

ϕ1 ∨ ϕ2

)

)

≡
(

(

¬ϕ1

)

∧
(

¬ϕ2

)

)

(

¬
(

ϕ1 ∧ ϕ2

)

)

≡
(

(

¬ϕ1

)

∨
(

¬ϕ2

)

)
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Proposition 6 – Tiers exclu
(

¬
(

¬ϕ1

)

)

≡ ϕ1
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Proposition 7

La relation ≡ est une relation d’équivalence, c’est à dire :
◮ ϕ1 ≡ ϕ1 (réflexivité) ;
◮ si ϕ1 ≡ ϕ2 et ϕ2 ≡ ϕ3 alors ϕ1 ≡ ϕ3 (transitivité) ;
◮ si ϕ1 ≡ ϕ2 alors ϕ2 ≡ ϕ1 (symétrie).
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Corollaire 1
(

¬
(

ϕ1 ⇒ ϕ2

)

)

≡
(

ϕ1 ∧
(

¬ϕ2

)

)

Démonstration.

Tables ou
(

¬
(

ϕ1 ⇒ ϕ2

)

)

≡

(

¬
(

(

¬ϕ1

)

∨ ϕ2

)

)

≡

(

(

¬
(

¬ϕ1

)

)

∧
(

¬ϕ2

)

)

≡
(

ϕ1 ∧
(

¬ϕ2

)

)

La conclusion s’obtient par transitivité de ≡
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