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La partie 1 est 1a pour des raisons administratives. Vous devez surtout sa-
voir ce qu’est un polyndme (pas avec la définition formelle), un monéme, le
degré, le coefficient dominant, les polyndmes unitaires et comment additionner
et multiplier des polynémes. Normalement, vous savez déja presque tout.

La partie 2 par contre est importante.

1 Définition

[ Définition 1 — Suite presque nulle ]

On dit qu'une suite u € KN (suite a valeurs dans K) est presque nulle si
elle ne contient qu'un nombre fini de termes non nuls.



[ Définition 2 — Polynéme ]

On appelle polynome a coefficients dans K toute suite presque nulle a
valeur dans K.

| Définition 3 - Degré |
On appelle degré d’un polyndme P, et on note deg(P), le plus grand entier

i tel que P; # 0. Si le polyndme est nul, le degré est —co. En effet on peut
écrire :

deg(P) = max {i | P; # 0}

et on rappelle que max® = —oo.

Notation 1 J

On note K[X] l'ensemble des polyndmes a coefficients dans K. On note
K,,[X] 'ensemble des polyndmes de degré au plus n.

1.1 Opérations

| Définition 4 — Addition |
Soit P = (Py, Py,...) et Q = (Qo, Q1,...) deux polynémes. On appelle
somme de P et Q et on note P 4 Q le polyndéme (Py + Qo, P; + Q1, .. .).

Proposition 1 |

deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))

[ Définition 5 — Multiplication par un scalaire ]

Soit P = (Py, Py,...) un polyndome et A un scalaire. On note AP le poly-
nome ()LP(), )Lpl, .. )

Proposition 2 |

SiA#£0,
deg(AP) = deg(P)

SiA =0,AP =0etdeg(0) = —o0.




[ Définition 6 — Produit de CAUCHY ]

Soit (u;)ien et (v;)ien deux suites a valeur dans K. Le produit de CAU-
CHY de u et v est la suite w définie par

i
w; = 2 UKUj—k
k=0

[ Définition 7 — Multiplication de polynomes ]

Soit P et Q deux polyndmes. On appelle produit de P et Q et on note PQ
le polyndéme défini par le produit de CAUCHY de P et Q.

Proposition 3 |

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Il serait de bon gotit d’avoir des meilleures notations pour travailler que
des suites... Commengons par une constatation. Prenons un polynéme : P =
(2,3,5,0,0...), par exemple. On peut le réécrire en isolant les coefficients :

P =(2,3,500...)
= (2,0,0,0,0...)+(0,3,0,0,0...) +(0,0,5,0,0...)
=2(1,0,0,0,0...)+3(0,1,0,0,0...) +5(0,0,1,0,0...)
On se rend ainsi compte qu’on peut tout écrire comme une combinaison
linéaire des polynomes de la forme (0,...,0,1,0,0...). Prenons ici un moment

pour remarquer que cela signifie que la famille des (0,...,0,1,0,0...) est géné-
ratrice.

Notation 2 |
Notons X le polynome (0,1,0,0...).

Calculons X - X = X? avec la définition ci-dessus. Avec une surprise modé-
rée, en posant le calcul, on trouve (0,0,1,0,0...). Calculons X3 = X?.X.On
trouve (0,0,0,1,0,0,0...). Et X4? Vous me voyez venir avec mes gros sabots :
(0,0,0,0,1,0,0,0...). On généralise : X" a un seul 1, au rang n. Bon, et x%211
s’agit du produit de 0 termes, donc 1'élément neutre du produit de CAUCHY.
En calculant un peu, on peut remarquer que c’est (1,0,0...). En effet pour tout
polynéme P,ona (1,0,0...)P = P.

Reprenons

P=(2,3,500...)

—2XY% 4+ 3X +5X?

3



Voila qui est plus familier! X est appelée 1'indéterminée. Curieux nom, alors
que le symbole est parfaitement déterminé, puisque c’est (0,1,0,0,...).
Un peu de vocabulaire.

[ Définition 8 — Mon6me }

Un mondme est une polyndme de la forme kX'. On dit que k est le coeffi-
cient de ce mondome.

[ Définition 9 — Coefficient dominant ]

Le coefficient dominant d"un polyndme est le coefficient de son monoéme
de plus haut degré.

[ Définition 10 — Polynéme unitaire ]

Un polynome est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.

2 Racines et factorisation

2.1 Racines

[ Définition 11 — Racine ]
Soit P € K[X] eta € K. a est une racine de P si P(a) = 0.

’_[ Proposition 4 — Division euclidienne |

J

Soit A et B des polynomes. Il existe une unique paire (Q, R) de polynémes
tels que
A=QB+R

avec deg R < deg B. On appelle Q le quotient de la division euclidienne
de A par B et R le reste.

'_[ Proposition 5 — Factorisation par X —a 1
J

Soit P € K[X] et a une racine de P. Il existe un polynéme Q tel que P =
(X —a)Q.




[ Définition 12 — Multiplicité
Soit P € K[X] et a une racine de P. On appelle multiplicité de a le plus
grand entier k tel qu'il existe Q tel que P = (X — a)Q.

[ Définition 13 ]
On dit qu'une racine est simple si son ordre de multiplicité est 1. On dit
qu’elle est double si son ordre est 2. Etc.. On dit qu'une racine est multiple
si elle n’est pas simple.

2.2 Factorisation

On va détailler ici la factorisation de polyndmes, c’est a dire écrire un po-
lynéme sous forme d'un produit d’autres polynomes. C’est une chose assez
intéressante, car si chaque terme est plus simple a étudier, on peut sans doute
trouver plus facilement des propriétés sur le polynome entier. On a vu que trou-
ver les racines aide a factoriser, mais ce n’est pas forcément le seul moyen!

2.2.1 DansRetC

Itérons le processus de factorisation par X — a ol1 a est une racine. Prenons
un polyndme P, si on a une racine Aq, on peut le factoriser par X — A4, et on
obtient P = (X — A1)Q;. Recommencons avec Q; qui a une racine A, on trouve
alors P = (X — A1)(X — A2)Qz. On peut continuer ainsi jusqu’a trouver un Q;
qui n’ait pas de racine. On a alors P = (X — A1) -+ - (X — A;,) Qy. On remarque
ici que les A; ne sont pas forcément distincts. On dit que la famille Ay, ..., A;
forme la famille des racines avec ordre de multiplicité.

On peut aussi écrire P sous une autre forme : P = (X — Aq)# .- (X —
A]')”f Qj. Mk est 'ordre de multiplicité de Ax et les Ay sont deux a deux distincts.
On dit que que la famille des A4, ..., A; sont les racines distinctes.

Exemple 1

Onprend P = —8 +20X — 10X? — 13X% + 17X* — 7X° + X°. On remarque
que P = (X +1)(X — 1)?(X — 2)3. La famille des racines de P avec ordre
de multiplicité est (—1,1,1,2,2,2) et la familles des racines distinctes est
(—1,1,2) avec multiplicité respective (1,2, 3).

Lune ou l'autre des deux formes peut étre la plus pratique selon les cas.
Quand on veut factoriser par une racine sans se poser de question, la premiere



est bien. Si on veut décomposer entierement le polyndme, la seconde forme est
avantageuse.

On peut d’ores et déja majorer le nombre de racines. Puisque P = (X —
A1) (X —Ay)Qu,onadegP = deg(X — Ay) + -+ +deg(X — Ay) + deg Qy.
Or, deg(X —a) = 1, donc si P est de degré n, il ne peut pas avoir plus que n
racines. Mais peut-il en avoir moins?

Une question se pose quand on en arrive la : quels sont les polynémes sans
racines, qui vont tenir role de Q? Tout d’abord, on remarque que les polynémes
constants n’ont pas de racine, mais ce n’est pas tres intéressant, puisqu’en mul-
tipliant un polyndme par une constante non nulle, on ne change pas ses racines.

2.21.1 Polyndmes réels sans racines

Dans R, on sait que les polynémes de la forme P = aX? +bX + caveca # 0
n’ont pas de racine quand A = b? — 4ac < 0. Mais dans ce cas, il a deux racines
complexes. On remarque que si A = 0, il existe une racine double A telle que
P = (X —A)%etsi A > 0il y a exactement deux simples doubles distinctes. Si on
admet les racines complexes, il y a bien deux racines (avec ordre de multiplicité)
a chaque fois.

Toujours dans R, on peut remarquer que le polynome P = a,X" + --- + a9
se comporte a l'infini comme a, X". Il vient que si n est impair (et sans perte de
généralité a, > 0, quitte a prendre —P), on a llrg P = —coet lJlrroro1 P = +oc0. Parle

théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une racine. A l'inverse,
si le degré est pair (toujours avec a, > 0), on trouve limP = lJirmP = +o00.
—00 o

Il existe donc un minimum m atteint en xp. On va construire un polynéome a
partir de P sans racine réelle. Comme on a P(xg) = m et Vx € R,P(x) > m, si
onprend S =P —m+1,onaS(xg) =1letVx € R,S5(x) > S(xg) = 1. S peut
étre de n'importe quel degré et ne pas avoir de racine!

Exemple 2

Pour tout 7 naturel, X?n + 1 n’a pas de racine réelle. Il y a donc des poly-
nomes de degré aussi grand qu’on veut sans racine réelle.

Tout est-il perdu? Pas forcément. Ce qui nous intéresse, tout compte fait,
c’est moins de trouver des racines que de factoriser P. Nous y reviendrons.
Nous avons vu que le cas de C était plus sympathique, au moins pour le de-
gré 2. Regardons cela. C’est toujours ga de gagné.



2.2.1.2 La factorisation dans C

Dans C, tous les polyndmes de degré 2 ont exactement deux racines avec
ordre de multiplicité. Cela serait trop beau si ¢ca marchait pour tous les degrés.
Mais les maths sont belles! Il s’agit d’ailleurs du théoreme qui suit, aussi appelé
théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS.

'_[ Théoreme 1 — Théoreme fondamental de I'algebre ]

Tout polynéome non constant a coefficients complexes admet au moins
une racine complexe.

VP € C[X], degP>1= Jz€C:P(z)=0
W Ve Z NV Z
pour tout polynéme a coef. complexes sil est non constant, alors il existe une racine

\. J

Il a une importance capitale dans les maths modernes, comme l'indique I’ad-
jectif « fondamental », mais aussi dans 1'histoire des maths. Plusieurs grands
noms se sont acharnés a le prouver, avec plus ou moins de succes. La preuve de
D’ ALEMBERT supposait I'existence de 7 racines pour un polynome de degré n.
Il disait qu’il y a des racines réelles ou complexes (qui existent) et les autres (qui
sont complétement abstraites), et prouvait que ces derniéres sont au nombre de
0. Toutefois, il est bizarre de raisonner sur des objets qui sont en dehors de tout
ensemble. C’est le probleme que GAUSS a réglé. Nous ne le démontrerons pas
ici.

La puissance de ce théoreme se voit mieux en itérant. Reprenons notre facto-
risation. Nous en étionsa P = (X — Aq) - - - (X — A,) Qp et avions supposé qu’on
avait factorisé le plus possible, donc que Q, n’avait plus de racines. D’apres
le théoréme, Q,, devrait avoir une racine s’il n’était pas constant. Donc Q, est
constant. On peut donc mettre tout polyndome complexe sous la forme P =
k(X — A1) -+ (X — Ay) ol k est le coefficient dominant de P. Pour des raisons
pratiques, on peut parfois se restreindre a travailler avec des polyndmes uni-
taires, de facon a ce que k = 1 et 'oublier discretement.

Le fait de pouvoir écrire les polyndomes sous cette forme est un outil puis-
sant. Tellement que ¢a a un nom.

Définition 14 ]
On dit qu'un polyndme P est scindé s’il est le produit de polynémes de
degré 1 ou 0 (pour le coefficient dominant).

Ainsi, on peut reformuler le théoréeme fondamental de 'algebre :



Corollaire 1 — Reformulation du théoréme fondamental de 1’algebre.

Dans C, tout polyndme est scindé.

C’est plus concis.

On dit que C est algébriquement clos. On peut voir C comme ce qu’on ob-
tient si on prend R et qu’on ajoute les racines des polynomes a coefficients dans
R. C’est d’ailleurs la motivation premiére de C. Aparté historique. Dans les for-
mules de CARDAN, dont je parle plus loin, pour résoudre des équations de de-
gré 3, il arrivait qu’on trouvait sur des choses « absurdes » comme \/—1. Mais si
au lieu de paniquer, on se disait « Bah, c’est pas grave, on va bien voir ce que ¢a
donne », on pouvait trouver que des racines réelles et ces quantités probléma-
tiques se simplifiaient ou étaient mises au carré. Beaucoup de mathématiciens
ont trouvé ¢a curieux mais ont laissé faire car in fine, ¢a faisait 1’affaire. Avec
l’algebre moderne, on s’est dit que dans ce genre de calculs, il fallait ajouter ces
nombres bizarres qui apparaissaient pour former la cloture algébrique de RR.
D’ou la notion moderne de C.

2.2.1.3 La factorisation dans R

Nous avions également laissé de coté le cas des polynomes réels, o1 on au-
torise que des racines réelles. Nous avions vu que ¢a ne peut pas se passer aussi
bien, puisqu’il existe des polynomes de n'importe quel degré pair sans racine et
nous étions resté sur cette note pessimiste. Mais je me répete : la factorisation ne
consiste pas uniquement a trouver des racines! Et en matiere de factorisation,
tout n’est pas perdu. On peut prouver a partir du théoréme de D’ ALEMBERT
une variante pour les réels, en terme de factorisation, et non de racines.

,_[ Théoreme 2 — Théoréeme de D’ ALEMBERT-GAUSS dans R ]
Soit P € R[X]. On peut écrire P sous la forme

P=C(X—A1) - (X=A) (X*+mX+by)- - (X*+a,X+D))

Ou Ayq,...,A; € R sont les racines de P avec ordre de multiplicité, C le
coefficient dominant de P et Vk € [1, /], a% —4b, < 0.

J

En d’autres termes, tout polynéme sans racine dans R est le produit de tri-
ndémes du second degré a discriminant négatif (sans racine réelle).

Etonnant, non? Prenons un exemple. P = X* + 1 est clairement sans racine
réelle. Un petit peu d’analyse complexe permet de montrer que pour avoir une

racine complexe, il faut que X?> = i ou X*> = —i,donc X = % (£1+4i).Donc P =



(X - L+ i)> (X - 11— i)> (X — L(-1 +i)) (X— L(-1- i)).onre-
marque que ¢a forme deux paires de complexes conjugués, on peut les grouper
et on trouve P = (X% — v/2X +1)(X? 4+ v2X + 1) qui est bien un produit de
deux polynomes réels de degré 2 a discriminant strictement négatif (vérification
laissée au lecteur).

Il existe du vocabulaire propre a la factorisation pour dire ¢a plus facilement

[ Définition 15 ]
Un polyndme P est dit irréductible s’il n’existe pas de polyndmes non
constants Q et R tels que P = QR.

On peut reformuler le théoreme 2 en disant que les seuls polyndmes irré-
ductibles dans IR sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 a
discriminant strictement négatif.

Dans C, les seuls polyndmes irréductibles sont les polyndmes de degré 1.

Eh bien! 1l suffit de trouver les racines d’un polyndme et on connait tous
ses mysteres. Oui... mais c’est pas si simple. Vous savez comment trouver les
racines des polynomes de degré 1 et 2. Il existe des formules pour les degrés 3
et 4, dites formules de CARDAN (qui ont une histoire chaotique), inspirées du
degré 2, mais nettement plus compliquées. Et c’est tout. Il existe une branche
des maths, la théorie de GALOIS, qui prouve qu’on peut pas faire mieux.

Théoreme 3 — Théorie de GALOIS |

J

Il n’existe pas de formule générale pour trouver les racines d'un poly-
nome de degré au moins 5.

I faut alors parier sur des cas particuliers, de la chance ou des méthodes
numériques (mais alors, on n’a qu'une approximation). La conséquence, c’est
que si dans vos calculs, vous devez trouver les racines d'un polyndme de degré
au moins 5, c’est qu’il y a une erreur ou une autre méthode qui rend ¢a possible
car les polyndmes sont particuliers.

'_[ Remarque 1 ]

Les polyndomes qu’on étudie proviennent des matrices. Or, en physique,
ces matrices sont souvent de tailles 2, 3 ou 4 (en mécanique quantique ty-
piquement). Donc trouver les racines n’est pas une tache herculéenne. Et
quand les matrices viennent des maths, elles sont suffisamment particu-
lieres pour qu’il existe une méthode.

Vous voila armés en guerre pour affronter les polyndmes caractéristiques
que nous verrons une autre fois.



