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1 Lois internes

[ Définition 1 ]
Soit A un ensemble. Une loi interne sur A est une fonction de A x A dans

A.

Notation 1 J
Si ® est une loi interne sur I'ensemble A, alors, pour tous éléments x, y de

I’ensemble A, I’élément ®(x, y) est habituellement noté x ® y.

2 Associativité

[ Définition 2 ]
Une loi interne ® sur un ensemble A est dite associative si et seulement si,
pour tous éléments x, i, z de 'ensemble A, ona: x® (y®z) = (xQY) ® z.

3 Commutativité

[ Définition 3 ]
Une loi interne ® sur un ensemble A est dite commutative si et seulement
si, pour tous éléments x, y de l'ensemble A,ona: x @y =y ® x.




4 FElements neutres

[ Définition 4 ]
Soit A un ensemble muni d’une loi interne &.

1. un élément ;€ A est un élément neutre a droite pour la loi ® si et
seulement si pour tout élément x € A,onax ® g5 = x.

2. un élément e € A est un élément neutre a gauche pour la loi @ si et
seulement si pour tout élément x € A,ona e, ® x = x.

3. un élément e€ A est un élément neutre pour la loi ® si et seulement
sic’est un élément neutre a droite pour la loi ® et un élément neutre
a gauche pour la loi ®.

Proposition 1 ]

Soit A un ensemble muni d’'une loi interne ®. Si ® admet un élément
neutre, alors ® admet un unique élément neutre.

5 Inverses

[ Définition 5 ]
Soit ® une loi interne sur un ensemble A qui admet un élément neutre ¢
et soit x, y deux éléments de A. On dit que :

1. y est un inverse a gauche de x si et seulement si y ® x = e.
2. y est un inverse a droite de x si et seulementsix @ y = e.

3. y est un inverse de x si et seulement si i est un inverse a droite de
x, et un inverse a gauche de x.

Un élément x € A est dit inversible si et seulement si il admet un inverse.

’_[ Proposition 2 }

Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet
un élément neutre, et soit x un élément de A. Si I’élément x a un inverse
a gauche pour ®, alors pour tous éléments y, z de I'ensemble A, si
x®y=x®zalorsy = z.

On dit alors que 'élément x est simplifiable a gauche.




A

Proposition 3 1

Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un
élément neutre ¢ et soit x un élément de A. Si x € A a un inverse a droite
pour ®, alors pour tous élément y, z de 'ensemble A, siy®@ x = z® x
alors y = z.

On dit alors que 'élément x est simplifiable a droite.

Proposition 4 J

Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élé-
ment neutre e. Soit x un élément de A. On suppose l'existence de deux
éléments x4, x; € A tels que x; soit un inverse a droite de x et que x, soit
un inverse a gauche de x,. Alors x; = x4 (et donc x est inversible).

Proposition 5 J

Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élé-
ment neutre €. Soit x un élément de A. Si I’élément x est inversible, alors
il existe un unique élémenty € Atelque x ®y =cety @ x = e.

—

Définition 6 ]

Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élé-

ment neutre €. S5i x € A est inversible, 'unique élément y € A tel que

X®y = ¢cety ®x = ¢ est appelé inverse de x, et est noté x 1.

Proposition 6 J

Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un
élément neutre. Si 'élément x est inversible, alors son inverse est inver-
sible et 'inverse de I'inverse de 1’élément x est I’élément x.

Proposition 7 ]

Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un
élément neutre. Soient x et y € A deux élément inversibles. Alors x ® y
est inversible, de plus :

(xey) =y lox.




'_[ Proposition 8 ]
J

Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative et commutative

sur A, qui admet un élément neutre. Soient x et y € A deux élément

inversibles. Alors x ® y est inversible, de plus :

(xey)l=xley "




