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Dans la suite, K est un corps dont les lois sont notées + et -. Cependant, on
s’intéressera aux cas ol K est soit 'ensemble Q, soit IR, soit C.

1 Définition

[ Définition 1 ]
Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +, o) tel que :

1. (E, +) soit un groupe abélien, dont on note 1'élément neutre Og;
2. e soit une loi externe de K x E dans E;
3. pourtout A, u € K, u,v € E on ait:

@ (A+p)ou=(Aou)+ (peou);

(b) e (u+v)=(Aeu)+ (Aev);

© Ao (pou)=(A-p)ou;

(d) Teu=u.

On notera en général I’élément neutre simplement 0. Le contexte permettant
de différencier O et Ok.

Exemple 1

(K, +, -) est un KK-espace vectoriel.

Démonstration.



1. (K, +) est un groupe abélien;

2. -estuneloide K x K dans K;

3. pourtout A, p,u,u € K,ona:
@ (A+p)-u=A-u)+(-u);
®) A-(u+0)=A-u)+(A-0);
© A-(p-u)=(A-p) u;
d)1-u=u.

Exemple 2

Soit 1 un entier et (E, +, @) un K-espace vectoriel. Le triplet (E", +, @) ol

+ applique la loi + composante par composante et ¢ applique la loi e
composante par composante, est un K-espace vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (E", +) est un groupe abélien :

Soient (1;)1<i<n, (Vi)1<i<n, €t (W;)1<i<y, trois familles a valeur dans E in-

dexées par I'ensemble des entiers qui sont compris entre 1 et n.

(a) Montrons que + est bien une loi interne.
Pour1 <i <mn,ona:u;+v; € E (car + est une loi interne sur E),
ainsi (#;)1<i<n + (0;)1<i<n est une famille a valeur dans E indexée
par I'ensemble des entiers qui sont compris entre 1 et n.
Puis + est bien une loi interne.

(b) Montrons que + est associative.
Pourl <i<mn,ona:

((ui)1zicn + (0i)1<i<n) + (Wii<i<n); = ((Ui)1<icn + (Oi)1<i<n); + W;
(par définition de +)
(((Wi)1<i<n + (Vi1<icn) + (Wii<i<a); = (Wi + ;) + wj .
(par définition de +)
(((ui)1<i<n + (Wi)1<i<n) + (Wil1<i<n); = ui + (vi + w;)
(car + est associative dans E)
(((i)1<i<n + (@ihiicn) + (Wi1<i<n); = wi + ((Vi)1<i<n + (Wi)1<i<n);
(par définition de +)
(((ui)i<icn + (i1<icn) + (Wili<i<n); = ((Wi1<i<n + ((©i)1<i<n + (Wi1<i<n));
(par définition de +)

Puis, ((ui)1<i<n + (vi)1<i<n) + (Wi)1<i<n = (Ui)1<i<n + ((vi)1<i<n +
(w;)1<i<n) et + est associative.
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(c) Montrons que + est commutative.
Pourl1 <i<mn,ona:

(par définition de +)

(car + est commutative dans E)
((uir<i<n + (Vihi<i<n); = ((Vi1<i<n + (Mi)1<i<n);

(par définition de +)

Puis, (1;)1<i<n + (0i)1<i<n = (0i)1<i<n + (U;)1<i<n et + est commu-
tative.
(d) Montrons que (0g)1<j<y, est un élément neutre :
— Ona:0g € E, puis, (0g)1<j<, € E".
— Pourl1<i<mn,ona:

((Mz’)lgign + (OE)lgiﬁn)i = u; + OE |
(par définition de +)
((“i)lgign + (OE)lﬁiSn)i = U; |
(car O est neutre pour + dans E)

Puis, (ui)1<i<n + (OF)1<i<n = (4i)1<i<n- '
Donc (0g)1<j<y est un élément neutre pour la loi +.
(e) Montrons que (—1;)1<ij<y, est'inverse de (u;)1<j<p :
— Pour1 <i<mn,ona:—u; € E(car (E,+) estun groupe et u € E),
puis (—u;)y<jcy € E.
— Pourl1<i<mn,ona:

(par définition de +)

(i)1zicn + (—ti)1<i<n); = (0F)1<i<n;
(car —u; est I'inverse de u;)

Puis, (uj)1<i<n + (—ui)1<icn = (0E)1<i<n- ,

Donc (—1)1<i<, est'inverse de (u;)1<j<, pour la loi +.
Donc (E", +) est un groupe abélien.
. Montrons que e est bien une loi externe.
Pour1 <i<mn,ona:Aeu; € E (car e est une loi de K x E dans E), ainsi
A ® (U;)1<i<, est une famille a valeur dans E indexée par 1’ensemble des
entiers qui sont compris entre 1 et 7.
Puis e est bien une loi externe.



3. (a) Montrons que (A +u) ® (4;)1<j<n = (A ® (4;)1<icn) + (1 ® (i) 1<i<n) :
Pourl<i<mn,ona:

((A+p) o (ui)icic<n); = A+p)ou;
(par définition de o)
((A+p) e (uii<i<n); = (Aou) + (pou)
car (E, 4, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3a)
((A+p) @ (ui)i<i<n); = (Ao (ui)i<i<a); + (1 ® (ui)1<i<n);
(par définition de o)
((A+u) o (ui)i<icn); = ((A @ (ui)1<icn) + (1 @ (Vi)1<i<n));
(par définition de +)

Donc (A +p) & (j)1<i<n = (A @ (ui)1<i<n) + (4 ® (ui)1<i<n)-

(b) Montrons que Ae ((ui)lgign —|— (Ui)lgign) = (/\ ° (ul')lgisn) + (/\ °
(vi)1<i<n)
Pourl <i<mn,ona:

(A @ (ui)izizn + (Vi)1ziza)); = A e ((u)1i<n + (0)1<i<n);
(par définition de o)
(Ao ((ui)i<i<n + (vi)i<i<a)); = A @ (ui + ;) .
(par définition de +)
(Ao ((ui)1zicn + (Vi)1izn)); = (Ao u;) + (Ao ;)
car (E, +, @) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3b)
(Ao ((ui)izicn + (Vi)1<i<n)); = (A @ (Ui)1<i<n); + (A ® (v))1<i<n);
(par définition de o)
(A @ ((ui)r<i<n + (Vii<i<a)); = (A @ (i)1<i<n) + (A @ (Vi)1<i<n));
(par définition de +)
Donc A & ((ui)1<i<n + (vi)1<i<n) = (A @ (u;
(c) Montrons que A @ (y ® (14;)1<j<y) = (A - ) o



Pourl <i<mn,ona:

(Ao (o ((ui)icicn))); =A e (e ((ti)i<icn));
(par définition de o)

(Ao (ue((ui)ici<n))); =Ae(pou) .
(par définition de o)

(Ao (ne((ui)icicn))); = A-p)ou;
car (E, +, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3c)

(Ao (e ((ui)icicn))); = ((A-p) @ (wi)r<i<n);
(par définition de o)

Donc A e (o (uj)1<i<n) = (A- 1) ® (Uj)1<i<n-

(d) Montrons que 1 o (u;)1<j<, = (Uj)1<i<n :
Pourl <i<mn,ona:

(1 e (uj)i<i<n); = 1leu,
(par définition de o)

(Lo (ui)i<i<n); = ((wi)1<i<n);
car (E, 4, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3d)

Puis, 1 e (ui)1<i<n = (Ui)1<i<n-
Ainsi (E", 4, e) est un K-espace vectoriel. O

Exemple 3

Soit A un ensemble et (E, +, @) un K-espace vectoriel. Alors (F(A,E), +

,®) ot F(A,E) est 'ensemble des fonctions de A dans E, + applique la
loi + point a point, et ® applique la loi e point a point est un K-espace
vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (E#, +) est un groupe abélien :
Soient f, g, et h trois fonctions de A dans E.

(a) Montrons que + est bien une loi interne.
Poura € A,ona: f(a) 4+ g(a) € E (car + est une loi interne sur E),

ainsi f + g est une fonction de A dans E.
Puis + est bien une loi interne.



(b)

(©)

(e)

Montrons que + est associative.
Poura € A,ona:

((f+8) +1)(a) =(f+g)(a)+h(a)
(par définition de +)

((f+8) +h)(a) =(f(a)+g(a))+h(a)
(par définition de +)

((f +8) +h)(a) = f(a)+(g(a)+h(a))

(car + est associative dans E)

((f+8) +h)(a) =fla)+(g+n)(a)
(par définition de +)

((f+g +h)a) =(f+(@+m)a)
(par définition de +)

Puis, (f + ¢) + h = f + (¢ + h) et + est associative.

Montrons que + est commutative.
Poura € A,ona:

(Fie)a) =f@+ga)
(par définition de +)

(f +8)(a) =g(a)+f(a)

(car + est commutative dans E)

(Figa) =g+NH@
(par définition de +)

Puis, f + g = ¢ + f et + est commutative.

Montrons que [a € A — O € E] est un élément neutre :
— Ona:0p € E, puis, [a € A+ O € E] € EA

— Poura e A,ona:

(f+[a€ A—0g€E)(a) =f(a)+[ac Ars 0 € E|(a)
(par définition de +)

(f+lae A Op € E])(a) = f(a)+0k

(f+la€ A= 0 €E])(a) = f(a)

(car Of est neutre pour + dans E)

Puis, f + [1€ A~ 0 € E] = f.
Donc [a € A — O € E] est un élément neutre pour la loi +.

Montrons que (— f) est 'inverse de f :
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— Poura € A,ona:ona (— f)(a) = —f(a) et —f(a) € E (car (E, +)
est un groupe et f(a) € E), puis — f € E4.
— Poura € A,ona:

(f + (= ))@) = f(a) +((— f)(a))  (par définition de +)

(f + (= H))a) = f(a) + (—f(a)) (par définition de —)

(f + (= f))(a) = O (car — f(a) est I'inverse de f(a))
(f + (= f))(a) = [a € A O € E(a)

Puis, f + (— f) = [a € A+~ O € E].
Donc (— f) est I'inverse de f pour la loi +.
Donc (E4, +) est un groupe abélien.

2. Montrons que e est bien une loi externe.
Poura € A,ona:Aef(a) =€ E (car e est une loi de K x E dans E), ainsi
A o f est une fonction de A dans E.
Puis e est bien une loi externe.

3. (a) Montronsque (A +pu) e f= (Lo f)+ (nef):
Poura € A,ona:

(A+p)ef)la) =(A+p)ef(a)

(par définition de e)

((A+u) e f)la) =(Aef(a))+(pef(a))
car (E, 4, ®) est un espace vectoriel )
et par définition 1.(3a)

(A+u)ef)la) = (Aef)(a)+ (e f)a)

(par définition de o)

(A+u)of)la) =((Aef)+ (neg)a)
(par définition de +)

Donc (A+u)e f=(Aef)+ (nef).
(b) Montronsque A o (f +¢) = (Lo f) + (Lo g):



Poura € A,ona:

(Ao (f+g)a) =Ae(f+g)a)

(par définition de o)
(Ao (f+g)(a) =Are(f(a)+g(a)

(par définition de +)
(Ao (f+8)a) =(Aef(a)+ (Aeg(a))

car (E, +, ) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3b)

(Ao (f+8)(a) =(Aef)(a)+(Aeg)(a)

(par définition de e)

(Ao (f+8)a) =((Aef)+ (reg))(a)
(par définition de +)

DoncAe (f+g)=(Aef)+ (Leg).
(c) Montronsque A ® (j1 o f) = (A-pu) e f:
Poura € A,ona:

(Ao (ue(f))(a) =Are(ue(f))(a)

(par définition de o)

(Ao (ue(f))(a) =Ae(uef(a))

(par définition de o)

(Ao (pe(f)))(a) =(A-p)ef(a)
car (E, 4, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3¢c)

(Ao (ue(f))a) =((A-p)ef)a)

(par définition de o)

DoncAe (jtef)=(A-u)ef.
(d) Montronsquel e f = f:
Poura € A,ona:

(1ef)(a) =1ef(a)

(par définition de o)

(1o f)a) =(f)(a)
car (E, +, @) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3d)

Puis, 1 e f = f.
Ainsi (E4, +, @) est un K-espace vectoriel.
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Exemple 4

L’ensemble des fonctions de R dans R muni de I'addition point a point et
de la multiplication point a point est un R-espace vectoriel.

Démonstration. D’apres 'exemple 1, (R, +, ) est un R-espace vectoriel. Puis,
par I'exemple 1, (RR, +, *) est un R-espace vectoriel. O

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Alors (EN,+,e) ot + applique la
loi + composante par composante, et ® applique la loi ¢ composante par
composante est un K-espace vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (EN, +) est un groupe abélien :
Soient (#y)neN, (Un)neN, et (wy)neN trois suites d’entiers naturels.

(a) Montrons que + est bien une loi interne.
Pourn € IN,on a: u, + v, € E (car + est une loi interne sur E), ainsi
(Un)neN + (Un)nen est une suite d’entiers naturels.

Puis + est bien une loi interne.

(b) Montrons que + est associative.
Pourn € N,ona:

(((un)neﬂ\l + (vn)ne]N) + (wn)ne]N)n = ((un)neIN + (Un)neN)n + Wy
(par définition de +)
(((un)neN + (Un)neN) + (Wn)neN), = (un +0n) +wn '
(par définition de +)
(((”n)neN + (Un)ne]N) + (wn)nG]N)n = Uy + (Un + wn)
(car + est associative dans E)
(((un)nen + (On)neN) + (Wn)ueN), = tn + ((Vn)nen + (wn)ne]N)n
(par définition de +)

(((tn)nen + (Un)nenN) + (Wn)neN), = ((tn)neN + ((Un)neN + (Wn)neN)),
(par définition de +)

Puis, ((un)neN + (Un)nelN) + (wn)ne]N = (un)ne]N + ((Un)ne]N +
(wn)nen) et + est associative.



(c) Montrons que + est commutative.
Pourn € N,ona:

((un)neﬂ\l + (vn)ne]N)n = Up + Uy .

(par définition de +)
((un)neN + (Un)nen), = vn+ un

(car + est commutative dans E)
((un)nGIN + (Un)ne]N)n = ((Un)nelN + (”n)ne.]N)n

(par définition de +)

Puis, (un)neN + (On)neN = (Un)neN + (Un)nen et + est commuta-
tive.
(d) Montrons que (0),eN est un élément neutre :
— Ona:0g €E, puis, (OE)nG]N € EN,
— Pourn € N,ona:

((un)nen + (OE)nEN)n = uy + Of '
(par définition de +)
((un)neN + (OF)neN), = Un .
(car O est neutre pour + dans E)

Puis, (#n)neN + (0F)neN = (Un)neN-
Donc (0 ),enN est un élément neutre pour la loi +.
(e) Montrons que (—uy),en est 'inverse de (1) e :
— Pourn € N,ona: —u, € E (car (E,+) est un groupe et u € E),
puis (—uy)pen € EN.
— Pourn € N,ona:

((n)nen + (=tn)nen), = tn+ (—tn) :
(par définition de +)

((Un)nen + (—tn)nen), = (OE)nen,
(car —u,, est 'inverse de uy,)

Puis, (ttn)nenN + (—tn)nen = (OF)nen- .
Donc (—uy)qenN est Uinverse de (uy,),en pour la loi +.
Donc (EN, +) est un groupe abélien.

2. Montrons que e est bien une loi externe.
Pourn € N,ona: Aeu, € E (car e est une loi de K x E dans E), ainsi
A o (uy),eN est une suite d’entiers naturels.
Puis e est bien une loi externe.
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3. (a) Montrons que (A + u) o

(Ao
(Ae

(Ae

(Ae

(Ae

(b) Montrons que A

Pourn € N,ona:

((A+p) @ (un)nen),

((A+p) @ (un)nen),

(A+p) o (tn)nen),

((A+p) o (tn)nen),

(Un)neN = (A ® (Un)neN) + (1 ® (Un)nen) :

= (A+p)ouy
(par définition de o)
= (Aouy) + (poup)
car (E, 4, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3a)
— ()L ) (un)HGIN)n + (]’l J (un)l’lEN)n
(par définition de e)
= ((A ® (un)nen) + (7/‘.‘ (0n)neN)),
(par définition de +)

Donc (A + ) ® (tn)nen = (A @ (un)nen) + (1 @ (tn)nen)-

(Un)neN) :
Pourn € N,ona:

((un)neﬂ\l + (vn)nE]N))n

((un)neN + (0n)neN)),

((un)nen + (Un)ne]N))n

((un)nen + (Un)ne]N))n

((un)nGIN + (Un)ne]N))n

Donc A e ((Lln)ngl[\] + (Un)nEJN) ( ( )
° (un)ne]N) ( : ).

(c) Montrons que A o (u

o ((un)nen + (O)new) = (A & (u)pen) + (A &

= Ae ((Mn)nelN + (Un)nelN)n
(par définition de )

= Ao (Uy+vy)
(par définition de +)
= (Aoup)+ (Aovy)
( car (E, 4, ®) est un espace vectoriel )
et par définition 1.(3b)

= (A ® (Un)nen), + (A ® (Vn)nen),
(par définition de e)

= ((A ® (un)nen) + (/\.‘ (Un)neN)),
(par définition de +)

N) + (A ® (Vn)nen)-

( )ne]N
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Pourn € N,ona:

(Ao (po((un)nen))), =Ae (e ((un)nen)),
(par définition de o)
(Ao (uo((un)nen))), =Ae(peun) .
(par définition de o)
(Ao (e ((un)nen)))y = (A-p)oun
car (E, +, @) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3c) )
(Ao (e ((un)uen)))y = ((A-p) @ (un)nen),
(par définition de o)

Donc A e (y e (uy)yen) = (A-u) ® (Uy)pen.
(d) Montrons que 1 ® (1) eN = (Un)neN -
Pourn € N,ona:

(1 o (”n)nE]N)n =leuy,
(par définition de o)
(1e (”n)nelN)n = ((”n)nE]N)n
car (E, 4, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3d)

Puis,.l ° (un)ne]N = (un)ne]N~
Ainsi (EN, 4, o) est un K-espace vectoriel.

Proposition 1 ]

Soit (E, 4, @) un K-espace vectoriel et soit # un élémentde E.Ona:0eu =
Of.

Démonstration. Soit (E, +, e) un KK-espace vectoriel.
Soit 1 un élément de E.

Ona:
Oeu = (Oeu) + Of (car O est neutre)
Oeu = (Oeu) + ((Oeu) + (—(0eu))) (car —(Oeu) est l'inverse de Oeu)
Oeu = ((Oeu) + (Oou)) + (—(0eu)) (par associativité)
Oeut = ((0+0)eu) 4 (—(Oou)) (Par la définition 1.(3a))
Oeu = (Oeu) + (—(Oou))
Oeu = Of (car —(0eu) est I'inverse de Qo)

12



Proposition 2 1

Soit (E, +, @) un K-espace vectoriel, d’élément neutre Of et soit A un élé-
mentde K.Ona: A e0r = Of.

Démonstration. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel.
Soit A un élément de K.

1. Si A =0, alors, par la propriété 1, A @ O = Of;

2. Sinon.
Soit u un élément de E.
Ona:
AeOg +u = (Ae0g) + (leu) par la définition 1.(3d))
AeOg +1u = (Ae0g) + ((A- 1) eu) (car A #0)
AeOr +u = (Ae0g) + (A e (% .

AeOg +u = Ae(Of + (1ou))
AeOg +u = Ae(} ou)

AoOp +u=(A-1)ou
AeQr +u = leu

AeOr +u=u (par la définition 1.(3d))

par la définition 1.(3b))
car Og est neutre)

(
(
u)) (par la définition 1.(3c))
(
(
(par la définition 1.(3c))

Donc Ae0f est un élément neutre.
Puis )\.OE = OE-

Dans les deux cas, on a: AeOg = Of.

Proposition 3 |

Soit (E, 4, @) un K-espace vectoriel et soit # un élémentde E.Ona: (—1) e
u=—u.

Démonstration. Soit (E,+, e) un K-espace vectoriel.
Soit u un élément de E. On a :

u+ ((—1)eu)=(leu)+ ((—1)eu) (parladéfinition 1.(3d))

u+((-1)eu)=(1+(-1))eu (par la définition 1.(3a))
u+((-1)eu) =0e0g
u+((—1)eu) =0 (par la propriété 1)

Donc (—1)eu est I'inverse de u.
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Proposition 4 1

Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel, soit # un élément de E, et soit A un
élément de K. Si A e u = O, alors u = 0 ou A = 0.

Démonstration. Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel.
Soit # un élément de E, et soit A un élément de K. On suppose que A ® u = Of.

1. SiA =0,alorsu = 0gou A =0.
2. SiA #£0,alors:

u=1eu (par la définition 1.(3d))
u= (% -A)eu (carA #0)
u= % o (Aeu) (parladéfinition 1.(3c))
u:%oOE (car A e u = Of)
u =0 (par la propriété 1).
Puisu = 0gou A = 0.
Ainsi, dans les deux cas,ona:u = 0gou A = 0. [l

2 Sous-espaces

[ Définition 2 J
Soit (E, 4, ) un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel de
E tout sous-ensemble non vide F C E, tel que :

1. pour toutu,v € F, (u+v)€EF;
2. pourtoutu € F,A €K, (Aeu) € F.

Proposition 5 |

Soit (E, 4, e) un K-espace vectoriel et soit F un sous-espace vectoriel de
E. Alors F contient 1’élément neutre Or de la loi + définie sur E.

Démonstration. Par la définition 2, F est non vide.

Soit # un élément de F.

Par la définition 2.(2), comme —1 € Ketu € F,ona: (—1)eu € F. Puis,
par la définition, on a : 2.(1), u + (—1) e u € F. Mais, par la propriété 1, on a :
(—1) e u = —u. Puis, par la définition 2.(2), ona : u + (—u) € F. Or comme E
est un groupe, u 4+ (—u) = Og, donc O € F. O
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’_[ Proposition 6 }

.

Soit F un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel (E, +, ®). On note
+r la loi interne qui associe a une paire (1, v) d’éléments dans F, 1'é1é-
ment u + v, et . r la loi externe qui associe a un scalaire A € K et a un
élément u € F, I'élément A o u. Alors (F, +E/ | r) est un K-espace vecto-
riel d’élément neutre Of.

Démonstration. 1. Montrons que (F, +|p) est un groupe abélien :

Soient u, v, et w trois éléments de F.

(a) Montrons que +|F est bien une loi interne.
Ona:u+pv = u+pv par définition de +, or, u +v € F (par
définition 2.(1) et comme u € Fetv € F), ainsi u + v est une élément
de F.
Puis + | est bien une loi interne.

(b) Montrons que -+ est associative.
Ona:
((u+ppv) +pw) = U+po)+w
(par définition de +r)
(u+po) +pw) =u+ov)+w
(par définition de +r)
(u+ppv) +pw) =u+(v+w)
(car + est associative dans E)
(u+ppv) +rw) =u+(v+pw)
(par définition de +r)
((u+ppo) +rw) =@+ (v+rw))
(par définition de +r)
Puis, (4 +pv) +pw = u +p (v +p w) et +p est associative.

(c) Montrons que + | est commutative.
Ona:

(u+pv) =u+vo
(par définition de +r)

(u+ipov) =v+u
(car 4 est commutative dans E)

(u+ppv) = (0+Fu)
(par définition de +r)

Puis, u +p v = v +f u et +|f est commutative.

(d) Montrons que Og est un élément neutre :
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— D’apres, la propriété 2, O € E. puis, O € F.
— Ona:
(u+p0g) =u+0
(par définition de +/r)
(u+p0) =u
(car O est neutre pour +|r dans E)

Puis, u ‘HF OE = U.
Donc Of est un élément neutre pour la loi +F-
(e) Montrons que —u est1'inverse de u :
— Ona —u = (—1)eu, car u € E, E est un K-espace vectoriel, et
par la propriété 1. Puis comme —1 € K, et u € F, par la définition
2.(2), on obtient: —u € F.
— Ona:

(u+p—u) =u+(-u)

(par définition de +/r)
(u+p—u) =0k

(car —u est I'inverse de u)

Puis, u —HF (—u) = Of.
Donc —u est I'inverse de u pour la loi + .
Donc (F, +|f) est un groupe abélien.

2. Montrons que e est bien une loi externe.
Ona:Aeru = Aeupardéfinition de o, or, A e u € F (par définition
2.(2) etcomme u € F et A € K), ainsi A e u est une élément de F.
Puis e est bien une loi externe.
3. (a) Montrons que (A +p) o pu = (A ojpu) +p (hopu):
Ona:
(A+wu)opu) =A+u)ou
(par définition de e )
(A+p)opu) =(Aeu)+ (pou)
car (E, 4, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3a)
(A+ ) opie) = (Aoppu) + (e u)
(par définition de e r)

(A+u)opu) = ((Aopu)+r(perv))
(par définition de +r)

Donc (A +p) ojpu = (Aepu)+p(4epu).
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(b) 1(\)/[0ntrons que A ep (u+pv) = (Aepu)+pp(Aepo):
na:
(Aop(u+pv)) =Ae(utppo)
(par définition de o)
(A°|F (u +ir v)) =Ae(u+0)
(par définition de +r)
(Aop(u+pv)) = (Aeu)+ (Aev)
car (E, 4, ) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3b)
(Aop(u+pv)) = (Aejpu)+ (Aepo)
(par définition de e )
(Aop (u+pv)) = ((Aopu)+p(Aef0v))
(par définition de +r)

Donc A e (1 +pv) = (Aopu) +p (Aef0).
(c) Montrons que A e (1 ojpu) = (A-p) @ pu:
Ona:

(Aop(pop(u)) =Ae(pop(u))
(par définition de e )

(Aop (o (1)) = Ao (pow)
(par définition de o r)

(Aop (e (u) =(A-p)ou
car (E, +, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3c)

(Aop (pop(u)) = ((A-p)eopu)
(par définition de e f)

Donc Ao (pepu)=(A-p)epu.
(d) Montrons que 1 ojpu = u:
Ona:
(lejpu) =1leu
(par définition de o )

(Lejpu) = (u)
car (E, +, ®) est un espace vectoriel
et par définition 1.(3d)

Puis, 1 e u = u.
Ainsi (F, +|p, o) est un K-espace vectoriel.
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Proposition 7 1

Si (E,+,e) est un K-espace vectoriel, alors {Or} et E sont deux sous-
espaces vectoriels de E.

Démonstration. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel.

'_[ Proposition 8 ]

.

1. Montrons que {Of } est un sous-espace vectoriel de (E, +, o).

(@) Ona:0f € {0} donc Of est non vide.

(b) Ona O € E, donc {Og} € E.

(c) Pour u,v € {Og},onau = O et v = Og. Puis, u +v = O + Og. Or
Of est un élément neutre pour la loi + définie sur E, donc u + v = Of.
Dot u+v € {0g}.

(d) Pour A €¢ Ketu € E,onau = Og. Puis Aeu = AeQg. Puis par la
propriété 1, A eu = 0. D'ou, Aeu € {Og}.

Donc {0g} est un sous-espace vectoriel de (E, +, ®).
2. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de (E, +, e).
(@) Ona:0f € E, donc E est non vide.
(b) Ona E = Epuis E C E.
(c) Pouru,v € E,onau -+ v € E car + est une loi interne.
(d) Pouru € Eet A € IK,ona A eu € E, car e est une loi externe.

Donc E est un sous-espace vectoriel de (E, +, o).

Soit (E,+, e) est un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble non vide et
soit (E;);c; une famille de sous-espaces vectoriel de (E, +, ®) indexée par
L.

Alors l'interection (;c; E; de tous les sous-espaces E; est un sous-espace
de (E, +, o).

Démonstration. Soit (E, +, e) un KK-espace vectoriel.
Soit I un ensemble non vide et soit (E;);c; une famille de sous-espaces vectoriel
de (E, +, ®) indexée par I.

Montrons que ;¢ E; est un sous-espace vectoriel de (E, +, o).
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1. Soiti € I,
On a O € E; (par la propriété 2).
Donc OE € miEI Ei.

2. Soit j un élément de I'ensemble I (car 'ensemble I est non vide).

OnakE; C Eete Ei C Ej. Donc ;e E; C E.
3. Soitu,v € N1 Ei.
Soiti € I.
Ona:u € E;etv € E;, donc, par la définition 2.(1), ona:u+v € E;.
Donc (1 +v) € Nieg Ei.
4. Soit A € Ketu € FNG.
Soiti € I.
Ona:u € E;et A € K, dong, par la définition 2.(2), ona: A eu € E;.
Puis, (A e u € ;1 Ei-

Ainsi, Ny E; est un sous-espace vectoriel de (E, +, ). O

Proposition 9 |

Il existe un espace vectoriel (E, +, ®) et deux sous-espaces vectoriels de
(E,+,e) tels que leur union ne soit pas un sous-espace vectoriel de
(E,+,0).

Démonstration. On se place dans (IR?, +, ).
Montrons que les ensembles F et G définis par F := {(x,0) | x € R} et G :=

{(0,y) | y € R} sont des sous-espaces vectoriels de (IR?, 1), mais F U G n’est
pas un sous-espace vectoriel de (R?, +,-).
1. (a) Ona F C R2
(b) Ona (0,0) € F, donc F est non vide.
(c) Soientu,v € F.
Soient x,y € R tels que u = (x,0) etv = (y,0).
Ona:u+v=(x+vy,0+0).
Puis, u + v = (x +v,0).
Doncu + v € F.
(d) Soient A € Retu € F.
Soit x € R tel que u = (x,0).
Ona:Au=(A-x,A-0).
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Puis A - u = (A-u,0).
Donc A - u € F.
Donc F est un sous-espace vectoriel de (E, +, ).
2.(a) Ona G C R?
(b) Ona (0,0) € G, donc G est non vide.
(c) Soient u,v € G.
Soient x,y € R tels que u = (0, x) etv = (0,y).
Ona:u+ov=(0+0,x+v).
Puis, u + v = (0,x +y).
Doncu + v € G.
(d) Soient A € Retu € G.
Soit x € R tel que u = (0, x).
Ona:Au=(A-0,A-x).
Puis A - u = (0,A - u).
Donc A - u € G.
(e) Ona:(1,0) € Fet(0,1) € G.Donc (1,0) € FUGet (0,1) € FUG.

Ona: (1,0) + (0,1) = (1,1), et (1,1) € Fet (1,1) € G.
Donc (1,1) € FUG. Donc F U G n’est pas un sous-espace vectoriel de

E.
Donc G est un sous-espace vectoriel de (E, +, -).

[]
Exemple 6
K et {Ok } sont les seuls sous-espaces vectoriels de (K, +, o).
Démonstration. 1. Montrons que {0k } est un sous-espace vectoriel de (K, +, o) :

(@) Ona: 0k € {0k}, donc {Ok } est non vide.
(b) Ona: 0k € K, donc {0k} C K.
(c) Soient u,v € {0k }.
Ona:u =0getv=_0k.
Puis, u + v = Og + Og. D’ott, u + v = Ok.
Puis, u + v € {0k }.
(d) Soient A € Ketu € {0k}
Ona:u = 0.
Puis, A e u = 0 @ Og. D’o1y, en utilisant la propriété 1, A e u = Ok.
Puis, Aeu € {O]K}
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Donc, {0k } est un sous-espace vectoriel de (K, +, ).

2. Montrons que K est un sous-espace vectoriel de (K, +, ) :
(@) Ona: 0k € K, donc K est non vide.
(b) Ona: K =K, donc K C K.

(c) Soient u,v € K.
Par la définition 1.(1), u + v € K.

(d) Soient A € Ketu € {Ok}.
Par la définition 1.(2), A e u € {0k }.

Donc, K est un sous-espace vectoriel de (K, +, o).

3. Soit F un sous-espace vectoriel de (K, +, o).

Montrons que F = {0k } ou F = K : Distinguons deux cas :

— siil existe x € F tel x # O,
Alorspour A € K,onaA =1-A.
Puis A = (x-1)-A.
Puis, comme - est associative et commutative, A = (A - 1) - x.
Dongc, par la définition 2.(2), A € F.
Puis K C F.
Or F C K.
Donc F = K.

— Par la propriété 2,0 € F,ona: F = {Ok}.

Ainsi {0k } et K sont les seuls sous-espaces vectoriels de (K, +, -).

L’ensemble des fonctions continues de R dans IR est un sous-espace vec-
toriel du IR-espace vectoriel (F(R),+, ).

Démonstration. Montrons que 1'ensemble des fonctions continues est un sous-
espace vectoriel de I'ensemble des fonctions de R dans RR.

1. Une fonction continue de R dans R est bien une fonction de R dans IR,
donc C(R,R) € F(R,R).

2. La fonction constante égale a zéro est une fonction continue de R dans
R doncC(R,R) # .

3. La somme, point a point, de deux fonctions continues de R dans R est
une fonction continue de R dans R.

4. Le produit externe, point a point, d"une fonction continue de R dans R
par un scalaire dans R est bien une fonction continue de R dans IR.
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Donc C(RR, R) est bien un sous-espace vectoriel de (F(R), +, o) O

Exemple 8

L’ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel
de (RN, 4, o).

Démonstration. Montrons que 'ensemble des suites réelles qui convergent est
un sous-espace vectoriel de R-espace vectoriel.

1. Une suite de RN qui converge est bien une suite de RN.
2. La suite constance égale a zéro converge.

3. La somme point a point de deux suites qui convergent, converge (vers la
somme des deux limites).

4. Le produit externe d’une suite qui converge par un scalaire par un sca-
laire, converge (vers le produit entre le scalaire et la limite de la suite).

Donc I'ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel
du R-espace vectoriel (R(N), +, ). O

Exemple 9

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors ’ensemble des suites a valeur
dans E qui stationnent est un sous-espace vectoriel de (EN, +, ).

Démonstration. Montrons que 1’ensemble des suites réelles qui stationnent est
un sous-espace vectoriel de R-espace vectoriel.

1. Une suite de RN qui stationne est bien une suite de RN,
2. La suite constance égale a zéro stationne.

3. Soit (4n)neN €t (vn)yen deux suites a valeur dans E, qui stationnent. Soit
n, et n, deux entiers naturels tels que pour tout n > ny, u, = uy,, et pour
tout n > ny, v, = vy,. On a pour n > maxny, Ny, Uy + Vg = Uy, + Vp,.
Donc la suite (u, + v, )peN stationne.

4. Soit (uy)yeN, une suite a valeur dans E, qui stationne. Soit A € K un
scalaire. Soit n,, un entier naturel tel que pour tout n > ny, u, = u,,. On
apourn > ny,, A eu,, = Aeu, Doncla suite (A ® u1,),cN stationne.

Donc I'ensemble des suites réelles qui stationnent est un sous-espace vectoriel
du R-espace vectoriel (R(N), +, ). O
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Exemple 10

L'ensemble des couples de fonctions (x,y) de R dans R, telles que x et y
soient dérivables et vérifient :

2 — 2. x(t) —3-y(t)

toutt € R,
pour tou { Sy(t) =3. x(t) —2']/(t)'

est un R espace vectoriel pour 1'addition point a point composante par
composante, et le produit externe point a point et composante par com-
posante.

Montrons que I’ensemble des solutions dérivables du systeme :

2 =2 x(t) =3 y(t)
M =3 x(t) —2-y(0),

pour tout t € R, {

est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des paires de fonctions de R
dans R, muni de I'addition point a point et composante par composante, et du
produit externe point a point et composante par composante.

1. Une solution de ce systéeme est bien une paire de fonction dérivable.
2. La paire de fonction constante égale a 0 est solution.

3. Soit (x1,y1) et (x2,y2) deux solutions. x1 et x, sont deux fonctions déri-
vables. Donc x; + x5 est une fonction dérivable. De méme, Y1 + Yo est
une fonction dérivable.

De plus, on a:

5<x1t5;(2)(t) _ 5x§t(t) + 5x§t(t)
Pl =2 3y (1) =3 (1) +2-x2() = 3+ (1)
22l — 2 (1) + x2(t) = 3+ (1 (1) + v2(t)
g2l — 2 (x4 x2) (1) =3+ (11 + w2) (1)
o Snty)(t) _ D) | vt
ot ot ot
PRI = 3 31 (8) = 2 ya (1) + 3 x2(t) — 2+ yal(t)
Aol — 3. (x1() + x2() = 2 (11.(8) + (1))
R =3 (a1 + x) (1) =2+ (1 + 12) (1)
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Donc la paire (x1 + x2,y1 + y2) est une solution dérivable du systéme :

20 — 2. x(£) -3 y(t)

pour tout t € R, {

4. Soit (x,y) une solution et A € R un scalaire. x est une fonction dérivable.
Donc A-x est une fonction dérivable. De méme, A-y est une fonction dé-
rivable.

De plus, on a:

i ) 2-5()=3-y(0)
0500 3. (1 x(8) -3+ (3-4(0)
52530 :2-(/\ X)(H) =3 (A :y
o y)(t)
o SAW®) _ . v
S0 (3. x(t) ~2-y(0)
000 _ . (A-x(t)) —2 ~y(A-
= y(£)

sr =2 (A-x0)(t) =2-(A-y)(H)

Donc la paire (A - x, A * y) est une solution dérivable du systéeme :

j@&” =2 x(t) —3-y(t)
W =3 x(t) -2 y(t),

pour tout t € R, {

Donc I’ensemble des solutions dérivables du systéme :

Sx(t) _ H a
pour tout f € R, {5yf5(tt) =2-x(t) =3-y(t)
o = 3 x(t) = 2-y(h),

est un sous-espace vectoriel du IR-espace vectoriel des paires de fonctions de R
dans R, muni de I'addition point a point et composante par composante, et du
produit externe point a point et composante par composante.

3 Sous-espaces engendrés
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| Définition 3 |
Soit (E, +, ®) un K-espace vectoriel.
Soit (A, 1)1<i<, une famille finie de n couples dans K X E.
On définit les sommes partielles S; pour 0 <i < n par:

So = O
Sk =Sk_1+Akour pourl <k<i

On appelle combinaison linéaire de la famille (u;)1<;<, par les coefficients
de la famille (A;)1<j<y, le vecteur S,, € E.

Démonstration. Par récurrence sur k compris entre 0 et n, on montre que la
somme partielle Sy est bien définie et que Sy € E.
— Ona: Sy = Og. Puis Sy est bien définie et Sy € E.
— Supposons qu’il existe k un entier tel que 0 < k < n, et tel que Sy soit
bien définie et S, € E. Alors Sx € E. De plus, Ay € Ketug,q € E.
Donc par la définition 1.(2), Axy1 ® ux 1 € E. Puis, par la définition 1.(1),
Sk + Akr1 ® Uy est bien défini et est un élément de E.
Donc par récurrence, la somme S, est bien définie et est un élément de E. O]

,_[ Notation 1 ]
Soit (E, +, ®) un K-espace vectoriel.

On note : .
Z Aieu,
i=1

la combinaison linéaire de la famille (u;);<;<, par les coefficients de la
famille (A;)1<j<p-

'_[ Proposition 10 |
Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel, n un entier naturel, (1;)1<;<, une fa-
mille d’éléments de E, (A;)1<j<, une famille d’éléments de K, et o une

bijection de I’ensemble des entiers entre 1 et n dans lui-méme.
Alors :

Démonstration. Par induction (longue preuve), en utilisant 1’associativité et la
commutativité de la loi + O
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| Notation 2 |

Soit (E, +, ®) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble fini et (A;, u;);ie; €
(K x E)! une famille de couple dans K x E indexée par I. On note :

Z/\ioul- = Z /\U(k)oua(k).
k=1

iel

ot 1 est le cardinal de i, et o une bijection de I dans {k | 1 <k < n}.

,_[ Théoréeme 1 ]
Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit A C E une partie de E. Il existe
un ensemble F tel que :

— F soit un sous-espace de (E, +, ) ;

— A soit un sous-ensemble de E;

— pour tout sous-espace G de (E, +, o) tel que A C G, onait F C G.
L'ensemble F est alors appelé le sous-espace de (E, 4, ®) engendré par A.

. J

Démonstration. On note G 'ensemble des sous-espaces vectoriels de (E,+, o)
qui contiennent A. On sait que G est non vide. En effet, par la propriété 2, E est
un sous-espace de E et comme A C E,ona: E € G. On définit NG := {u €
E|VFeg, ue G}
1. Montrons que A C N G.

Soit u € A.

Soit G € G, par définition,ona: A C G,doncu € G.

Puisu € NG.

2. D’apreés la propriété 2, I'ensemble (] G est un sous-espace de E.

3. Soit G’ un autre sous-espace vectoriel de E contenant A. Montrons que
ng c G
Soit u € N G. Par définition,ona: G’ € G,doncu € G'.
Puis NG C G

Notation 3 ]

Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et A une partie de E. Le sous-espace
de (E, +,.) engendré par A est noté Vect(A).
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,_{ Théoréme 2 ]
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et A une partie de E. Alors :

n
Vect(A) = { Y Ajeu;
i=1

. J

n €N, (ui)eA”, (/\i) € ]Kn} .

Démonstration. Onnote F := {}' ; A;eu; | n € N, (u;)€A", (A;) € K"}. Mon-
trons que F satisfait les hypotheses du théoreme 3.

1. Soit a € A. Par la définition 1.(3d), on aa = 1 e a. Posons, a1 :== a et
A:==1.0Ona:a=}Y,cAjea;.Puisa €F.
Donc A C F.

2. Montrons que F est un sous-espace de (E, +, o).

(@) Ona O = Y ;e _*®_. Donc F n’est pas vide.

(b) Soit u,u’ € F. Soit n,n’ deux entiers, (A;)1<j<y et (A})1<j<, deux fa-
milles de scalaires dans K et (1;)1<j<, et (4})1<j<, deux familles de
vecteurs dans A, tel que : u = Y ! [ A;jeu;etu’ = ?;1 Al e u}. Nous
notons n” :=n +n'. (A!)1<j<,» la famille de scalaires dans K définie

par:
17 )Ll' sii<n
/\l — / .
Ai_, sinon,

et (u!')1<i<y la famille d’élément de A, définie par :

N R sit<mn
ui— ,

u;_, sinon,

STREPPER ] ] ) n' 4 r_xn" oan 1" .
On a, par associativité, ) ;- Ajeu; +3} ;" A;eu; =) " 1 A eu;. Puis
u+u eF.

(c) Soit A € K un scalaire et soit u € F un élément.

3. Montrons maintenant que F le plus petit sous espace vectoriel de E qui
contient A.

Prennons G un sous-espace vectoriel de E qui contient I'ensemble A.
Prennons u un élément de F. Nous voullons montrer que u est aussi un
éléménet de G.
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Soit n € IN un entier naturel, (A;)1<;j<, une famille de n scalaires
dans K, et (u;)1<i<, une famille de n vecteurs de A tel que u =
Z?:l /\i ® 1.

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k entre 0 et 7,
la combinaison linéaire 25‘:1 A; @ u; est un élément de G.

— Pour k = 0.
Nous avons 2?21 Ajou; =0 et Og € G (d’apres la propriété
2).

— Supposons qu'il existe un entier kg entre 0 et n — 1 tel que
fil A; e u; soit élément de G.

Nous avons Ay 41 € Ketu 1 € A.

Or A C G,donc Ay 1 € Ketug, 1 €G.

Comme G est un sous-espace vectoriel, Ay 1 ® ug, 11 € G.

Puis comme G est un sous-espace vectoriel et que
k k
iil Ai ® 1, (Zii] Ai L Mi) + /\ko-f—l b uk0+1 € G.
ko+1 _ ko
Or). 2 Ajeu; = <Zi:1 Ai e ui) + Akpr1 ® Uy t1-
Donc fo{l Aiou; € G.
Ainsi par récurrence, la combinaison linéaire Y/ ; A; ® u; est un

élément de G.

Puis u € G.

Donc F C G.

Remarque 1 ]

Si F est un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel (E,+, ), alors
Vect(F) = F.

Démonstration. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel.
Soit F un sous-espace vectoriel de E.

— Par définition, on a F C Vect(F).
De plus,ona:

1. FCF;
2. F est un sous-espace vectoriel;
3. etFCE.
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Or Vect(F) est un sous-ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E
qui contiennent F.
D’ou Vect(F) C F.

Puis Vect(F) = F. O

[ Exemple 11 }

Si (E,+,e) est un K-espace vectoriel, alors {Og} est le sous-espace de
(E, +,e) engendré par {Or}; de plus, E est le sous-espace vectoriel en-
gendré par E.

Démonstration. D’apres la propriété 2, {Or } et E sont des sous-espaces vectoriels
de (E, 4, ®). Puis par laremarque 3,ona: Vect({Og}) = {Og} et Vect(E) = E. O

[ Exemple 12 J

Le sous-espace de (IR?,+, e) engendré par {(1,0,0)} est {(1,0,0) | A €
R}.

Démonstration. 1. Montrons que : {(A,0,0) | A € R} C Vect({(1,0,0)}).
Soit A € R.
Ona:(A,0,0) =Ae (1,0,0).
Donc (A,0,0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,0,0)}.
Puis, par le théoreme 3, (A,0,0) € Vect({(1,0,0)}).
D'ot, {(A,0,0) | A € R} € Vect({(1,0,0)}).

2. Montrons que : Vect({(1,0,0)}) € {(A,0,0)
Pour cela, il suffit de montrer que {(A,0,0) |
vectoriel de (R3, +, 8) qui contient {(1,0,0)}.

| A € R}.
A € R} est un sous-espace

(@) OnapourA =1, (A,0,0) = (1,0,0),donc {(1,0,0)} € {(A,0,0) | A €

R}.
(b) Montrons que {(A,0,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de
(R3, 4, o).
i. Ona:{(A,0,0) | A € R} # @, puisque (1,0,0) € {(A,0,0) | A €
R}.

ii. Ona: {(A,0,0) | A € R} CR.
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iii. Soientu,v € {(A,0,0) | A € R}.
Soient A, u € R tels que u = (A,0,0) etv = (1,0,0).
Ona:u+ov=(A+u00)etA+ucRR.
Dot:u+v € {(10,0)|AecR}.

iv. Soitu € {(A,0,0) | A € R} etA € R.
Soit u € R, tel que u = (,0,0).
Ona:Aeu=(A-1400)etA-pueckR.
Dou:Aeue {(A,0,0)|AeR}.

Donc {(A,0,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R%, +, o).

Puis par le théoreme 3, on a : Vect({(1,0,0)}) € {(A,0,0) | A € R}.
Puis Vect({(1,0,0)}) = {(A,0,0) | A € R}. O

[ Exemple 13 }

Le sous-espace de (K3, +, e) engendré par {(1,1,0)} est {(A,A,0) | A €

Démonstration. 1. Montrons que : {(A,A,0) | A € R} C Vect({(1,1,0)}).
Soit A € R.
Ona: (A A,0)=Ae(1,1,0).
Donc (A, A, 0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,1,0)}.
Puis, par 1é théoreme 3, (A, A,0) € Vect({(1,1,0)}).
Dot {(A,A,0) | A € R} € Vect({(1,1,0)}).
2. Montrons que : Vect({(1,1,0)}) € {(A,A,0) | A € R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(A,A,0) | A € R} est un sous-espace
)}

vectoriel de (R3, +, ) qui contient {(1,1,0
(@) OnapourA =1,(A,A,0)=(1,1,0),donc {(1,1,0)} C {(A,A,0) | A €
R}.
(b) Montrons que {(A,A,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de
(R3,+, o).
i. Ona: {(AA,0) | A € R} # O, puisque (1,1,0) € {(A,A,0) | A €
R}.

ii. Ona:{(A,A,0)|A€eR}CR.

iii. Soientu,v € {(A,A,0) | A € R}.
Soient A,y € Rtels que u = (A, A,0) etv = (u, 1,0).
Ona:u+v=A+puA+u0)etA+uck
Doti:u+v€ {(AA0)| AR}
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iv. Soitu € {(A,A,0) | A € R}etA € R.
Soit 4 € R, tel que u = (p, 11, 0).
Ona:Aeu=A-puA-u0)etA-uck.
Dou:Aeue {(AA0)|AeR}

Donc {(A,A,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R, +, o).

Puis par le théoreme 3, on a: Vect({(1,1,0)}) C {(A,A,0) | A € R}.
Puis Vect({(1,1,0)}) = {(A,A,0) | A € R}. O

[ Exemple 14 }

Le sous-espace de (K3,+,e) engendré par {(1,0,0),(0,1,0)} est
{(A 1, 0) [ A u e K.

Démonstration. 1. Montronsque: {(A, #,0) | A, u € R} C Vect({(1,0,0),(0,1,0)}).
Soit A, u € R.
Ona: (A, 1,0)=Ae(1,0,0)+ ue(0,1,0).
Donc (A, u,0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,0,0), (0,1,0) }.
Puis, par le théoreme 3, (A, u,0) € Vect({(1,0,0),(0,1,0)}).
D'ow, {(A, u,0) | A, u € R} € Vect({(1,0,0),(0,1,0)}).
2. Montrons que : Vect({(1,0,0),(0,1,0)}) € {(A,1,0) | A, u € R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(A,1,0) | A, u € R} est un sous-
espace vectoriel de (IR?, 4, @) qui contient {(1,0,0), (0,1,0)}.

(@ Onapour A = lety =0, (A, u0) = (1,0,0), donc {(1,0,0)} C
{(Ap,0) | A p € R}
(b) Onapour A = O0etp =1, (A,1,0) = (0,1,0), donc {(0,1,0)} C
{(A 1, 0) [ A p € R}
(c) Montrons que {(A,1,0) | A, u € R} est un sous-espace vectoriel de
(R3,+, ).
i. Ona:{(A,u,0) | A u € R} # @, puisque (1,0,0) € {(A, 1,0) | A, p €
R}.
ii. Ona: {(A,u0)| A ueR} CR.
iii. Soientu,u’ € {(A, 1,0) | A, u € R}.
Soient A, i € R tels que u = (A, 1, 0).
Soient A, 4’ € R tels que ' = (A, 1/,0).
Ona:u+u =QA+MN,u+p,0)etA+A €Retpu+u €R.
Doot:u+u' € {(A,u0)|AucR}
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iv. Soitu € {(A,1,0) | A, u € R}etv € R.
Soit A, it € R, tel que u = (A, u,0).
Ona:veu=w-Av-pu0)etv-A € Retv-u €R.
Dou:veue {(An0)|ApnecR}
Donc {(A,11,0) | A, 4 € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +, o).
Puis par le théoreme 3, ona: Vect({(1,0,0),(0,1,0)}) € {(A, 1,0) | A, p €
R}.
Puis Vect({(1,0,0),(0,1,0)}) = {(A, 1,0) | A, u € R}. O

[ Exemple 15 J

Pour k € IN, 6 est la suite définie par:

{(5,&:1 sik=mn

ok =0 sinon

Le sous-espace de (KN, +,:) engendré par les suites {6 | k € IN} est
'ensemble des suites de KN qui stationnent en 0.

Démonstration. ~ — (C) Soit (un)nen € Vect({5¥ |k € N}).
Par la définition 3, on peut choisir [ un sous ensemble fini de N et (A;);c; €
KN une famille de scalaires indexée par I, tel que (u,) = Yic A - &'
Comme I est une partie finie de IN, il existe ngp € IN tel que pour tout
i€l i<ny.
Puis, pour n > ng,ona:u, = Y ;1 A~ (5,2; orpouri € [,ona:i < np,
puis i # ng. Donc u, = 0.
Ainsi, (1) stationne en 0.
— (2) Soit (1, )en une suite qui stationne en 0.
Soit ng € IN un indice tel que pour tout n > ng, u;,, = 0.
Onprend I = {i | 1 < i < ng} et la famille (Ay)ic; € K! de scalaires
indexée par I définie par A; := u;, pouri € I.
On considere la suite Y ;c; A; - &',
Pourn € N,
— sin < ny, ‘ ’ ‘
ona: (YierAi - 0')n = LierAi - 0y puis, (Lier Ai + 6')n = Au; puis,
(Zier i+ 6")n = un.
— sin > nyg,
ona:u, = 0etpouri € I, 5t = 0, donc (Yicr Mi - My = 0; puis
(Lier Ai * 6")n = un.
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Ainsi, (tn)neN = ey Ai * 6%
Puis, (1) € Vect({6* | k € N}).
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